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СПРАВОЧНЫЙ МАТЕРИАЛ 

1.  Извлечение корня. Корень n-й степени из комплексного числа z имеет n различных 

значений, которые находятся по формуле 








 





n

k
i

n

k
zz nn  2

sin
2

cos , zarg , .0,1...,,1,0  znk  

2. Элементарные функции комплексного переменного. Значения показательной функ-

ции комплексного переменного iyxz   вычисляются по формуле 

)sin(cos yiyee xz  .                                          (1) 

Показательная функция ze  обладает следующими свойствами: 
2121 zzzz

eee 
 , 

где 1z  и 2z  - любые комплексные числа; 
zkiz ee  2 , 0k , ...,,1  т.е. ze  

является периодической функцией с основным периодом i2 . 

Тригонометрические функции zsin  и zcos  - периодические с действительным пери-

одом 2  и имеют только действительные нули kz   и  kz  2/   ...,2,1,0 k  соответ-

ственно. 

1cossin 22  zz . 

Функции tgz  и tgz  определяются равенствами 

;
cos

sin

z

z
tgz 

z

z
ctgz

sin

cos
 . 

Гиперболические функции определяются равенствами: 

2

zz ee
shz


 , 

2

zz ee
chz


 , 

chz

shz
thz  , 

shz

chz
cthz  . 

Имеют место тождества zishiz sin , или  ishizz sin ; zchiz cos , itgztgiz  , ictgzctgiz  . 

;
2

sin
i

z ee
iziz 


   

;
2

cos ee
iziz

z





         

Пользуясь этими равенствами можно получить ряд формул, связывающих гиперболические 

функции. 

122  izchizsh , 122  zshzch ,  

Логарифмическая функция Lnz , где 0z , определяется как функция, обратная показа-

тельной, причем 

  ...,2,1,0,2arglnln  kkziziArgzzLnz   

Значение функции, которое получается при 0k , называется главным значением и обозна-

чается 

zizz arglnln  , где   zarg . 

Логарифмическая функция обладает следующими свойствами: 

2121 ),( LnzLnzzzLn  , 2
2

1 LnzLnz
z

z
Ln z 










, 

Lnz
n

zLnkkinLnzLnz nn 1
...,,2,1,0,2   . 

Функции zArcsin , zArc cos , Arctgz, Arcctgz  определяются как обратные к функциям zsin , 

zcos , tgx , ctgz соответственно. Так, если wz cos , то w называется арккосинусом числа z и обо-

значается zArcw cos . Все эти функции являются многозначными и выражаются через лога-

рифмическую: 








  21sin ziziLnzArc , 






  1cos 2zziLnzArc , 
iz

iz
Ln

i
Arctgz






1

1

2
, 

iz

iz
Ln

i
Arcctgz






2
. 
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Значения, соответствующие главному значению логарифма, обозначаются теми же симво-

лами со строчной буквы ( zarcsin , zarccos , arctgz, arcctgz); они называются главными значениями. 

Задача 1 

Найти все значения корня 
3 27i  

Корень n-ой степени из комплексного числа Z имеет n различных значений, которые нахо-

дятся по формуле 
















 








 


n

k
i

n

k
ZZ nn  2

sin
2

cos ,  

где  - аргумент комплексного числа Z, обозначается =argZ; k принимает значения 

k=0,1,…,n-1;  

Z0 

Z=-i27 

x+iy=-i27, т. е. 

x=0, y=-27 

Изобразим комплексное число на плоскости и отметим угол  на чертеже, угол  отклады-
ваем от положительного направления оси OX до радиус-вектора, соединяющего начало коор-
динат и число Z.  

 
y 

x 

-27 
                

Рис. 1

 
Сначала найдем модуль числа Z, который находится по формуле: 

22 yxiyx   

  2727027
22  iiyxZ  

2

3
  , или 

2


  тогда подставим в формулу найденные z  и  и 3 значения k, в нашем при-

мере k будет 0, 1, 2. 





























































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k = 0 
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
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6
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
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k = 2 
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
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








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

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

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
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
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6

7
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2
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



iiz ii
2

3

2
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2

1

2

3
3  










. 

Изобразим решение на окружности с центром в точке О(0;0) и радиусом 3. 
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Рис. 2

 
Задача 2 

Представить в алгебраической форме 











4
3

i
ch


 

Гиперболическая функция ch Z определяется равенствами 

2

zeze
chZ


 , а значение показательной функции вычисляется по формуле 

 yiyee xz sincos   найдем значения x и y из условия  

3
4

3 







 x

i
ch

      
4


y  подставим числовые значения x и y в формулу, получим: 

























2

2

2

2

4
sin

4
cos 33 ieieeZ  , аналогично запишем ))

4
sin()

4
(cos(34

3 


 


iee
i , тогда, 
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(
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4
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2
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4
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4
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






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


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Задача 3 
Представить в алгебраической форме 
Arctg 1 
Воспользуемся формулой 

iz

iz
Ln

i
ArctgZ






1

1

2
 Рассмотрим 

   

yixLnyixLn

iyxiLniyxiLnizLnizLn
iz

iz
Ln








11

1111
1

1

 

По условию Z=1 x+iy=1 x=1, y=0 
Тогда подставим данные задачи в формулу и получим: 

. iLniLniLniLn  11011011 .     Пусть 1+i=Z1, 1-i=Z2 

Найдем по формуле 

 kZiZLn 2argln  , к=0, 1, 2,… 

211 22
1 Z  

Изобразим Z1 на координатной плоскости 
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Рис. 3

 
  211

22
2 Z  

Изобразим Z2 на координатной плоскости 
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Рис. 4
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4
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
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
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
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

 


4

1

2

1

2
1 








 i

i
Arctg  

Итак, после вычислений получили: 

4
1


Arctg  

Задача 4  

Вычертить область, заданную неравенствами 

1Re z , 2Im z  

iyxZ   

xz Re      yz Im ,т.е. 

|x|1              |y|2 

Неравенство 1x  на графике представляет собой бесконечную вертикальную полосу с 

границами 1x  и 1x , а неравенство 2y  представляет бесконечную горизонтальную поло-

су с границами 2y  и 2y , причем имеем строгое неравенство, поэтому на чертеже отметим 

эти линии пунктиром. При наложении этих решений, т.е. решая совместно систему 








22

11

y

x
 

получим такую область: 
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Рис. 5

 

Задача 5 

Определить вид кривой 

 1232 22  ttittZ  

 

 

 

 

Управление вида      tiytxtZZ   определяет на комплексной плоскости кривую, пара-

метрические уравнения которые имеют вид 

x=x(t), y=y(t) в нашем случае имеем  

x(t)=t
2
-2t+3                  

y(t)=t
2
-2t+1 

x(t)=t
2
-2t+1+2                             

y(t)=(t-1)
2                                                   

    

2

2

)1()(

2)1()(





tty

ttx
, т.е. можно записать 2)()(  tytx , а значит 2 xy . Это уравнение задает 

прямую y=x-2 

Задача 6 

Проверить, что V является мнимой частью аналитической функции. Восстановить анали-

тическую в окрестности точки Z0 функцию t(Z) по известной мнимой V(x;y) и значению f(Z0) 

V=2xy+x, f(0)=0 

Если f(2) - аналитическая функция  выполняются условия              Коши – Римана  

x

V

y

U

y

V

x

U



















 

Найдем частные производные первого порядка для заданной функции 

Имеем 

  xyxxy
y

V
22

'





, следовательно 

x
x

U
2



 . Отсюда интегрируя это равенство по переменной x находим: 

)(
2

2

2

2

y
x

U

xdx
x

U







  , находим 

 yxU  2 . Теперь снова дифференцируем функцию U по переменной y, а далее найдем про-

изводную по переменной x для функции V.  

 y
y

U
'



  

 

  12

32

2

2





ttty

tttx
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 
x

V

y

U
yxxxy

x

V














12

'
2  

12)('

)('12





yy

yy




 

Найдем )(y , для этого проинтегрируем по переменной y 

 

cyyy

dyyy



 

2)(

12)(




 

Отсюда U=x
2
-y

2
-y+c 

iVUZf )( .Подставим полученную функцию U и данную функцию V, получим выраже-

ние, которое затем преобразуем.  

Значит f(Z)=(x
2
-y

2
-y+c)+i(2xy+x)=x

2
-y

2
-y+c+2ixy+ix=x

2
+2ixy+(iy)

2
+ +ix+ i

2
y+c = 

(x+iy)
2
+i(x+iy)+c= z

2
+iz+c, т.е. 

f(z)=z
2
+iz+c 

Воспользуемся частными условиями 0)0( f  

f(0)=0 

f(0)=0
2
+i0+c=0   c=0  

Итак, мы получили 

f(z)=z
2
+iz 

Задача 7 

Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой 

 0Im,1:;  ZZLdzZZ
L

 

|Z|=1 – это окружность 

 y 

1 0 

x 

                  
Рис. 6 

с центром в точке (0;0) и радиусом равным 1 

ImZ 0  X 0  
2

arg
2


 Z  

Уравнение |Z|=1 запишем в параметрической форме 









ty

tx

sin

cos
 

Параметр t изменяется в пределах 
22


 t . Найдем дифференциалы от функции, заданной 

параметрически: 









tdtdy

tdtdx

cos

sin
 

  222222 yxiyyxxyxiyxzz  , т.е. 

22 yxxU      22 yxyV  
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  
LL

dyyxxdxyxyidyyxydxyxxdzzz 22222222

 

   

  

   

 



 



2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2cos2sin

2sin2coscossin2cos1cossin1sin

cos1sinsinsincoscos

























tdtitdt

dtttitdtttdttdttti

tdttdttttt

     

     000
2

1
11

2

1

sinsin
2

1
coscos

2

1
2sin

2

1
2cos

2

1

2

2

2

2






i

itit 








 

Задача 8 

Найти все лорановские разложения данной функции по степеням Z 

 zf
zzz

z






32
215225

45015
 

 
 

15;
2

15

4

202515

2
4520252252415

0225152

225152

45015

2,1

2

2

2
















z

D

zz

zzz

z  

 
   15

2

15
2

45015

15
2

15
2

45015

225152

45015

2







































zzz

z

zzz

z

zzz

z  

Представим функцию f(z) в виде  

  15

2

15
15

2

15
2

45015



















 z

C

z

B

z

A

zzz

z , тогда  

    

















2

15
1515

2

15

2

450

2

15
zCzzBzzzAz  

Пусть  z=0 , подставляя в полученное уравнение найдем значение А  2
225

450

2

225

2

450
 AA . 

Пусть 
2

15
z , тогда     115

2

15
)

2

15
(

2

450

4

225
 








BB  

Пусть  z=15 , тогда 

  1
2

15
1515

2

450

2

225
 








CC  

  15

1

2

15

12

15
2

15
2

45015



















 z
z

z
zzz

z  

Функция f(z) имеет три особых точки: 

Z1=0; 
2

15
2 Z ; Z3=15. Она аналитична в областях   

а) 
2

15
0  z

            
б) 15

2

15
 z

        
в) |z|>15 
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а) в круге 
2

15
0  z  имеем: 

zzz

21
2

2









  

 у 

x 

2

15
 

0 
                    Рис. 7

 
















































































































...

225

4

15

2
1

15

2

)

2

15
(1

1

15

2

2

15
1

2

15

1

2

15

1

2

15

1
2

zz

z

z
zz

 здесь 
1

2

15


z ,       

т.е. 
2

15
z  

-
































































...
22515

1
15

1

15
1

1

15

1

15
115

1

15

1
2

zz

zzz

 

здесь 1
15


z

, т.е. |z|<15 

Следовательно 

 
 

 
 


























































00

22

1515

1

15

2
)1(

15

22

...
22515

1
15

1
...

225

4

15

2
1

15

22

15
2

15
2

45015

n

nn

n

zzn

z

zzzz

z
zzz

z
zf

 

б) в кольце 15
2

15
 z

       
 

 y 

x 

15 
2
15

 

                

Рис. 8

 

...
4

225

2

151

...
4

225

2

15
1

1

)
2

15

(1

11

2

15
1

1

2

15

1

32

2




















































zzz

zzz

z

z

z
zz 2

15
z  
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































































 ...
22515

1
15

1

15
1

1

15

1

15
115

1

15

1
2

zz

zzz

  

|z|<15 

Следовательно в кольце 15
2

15
 z  

 
 













































































 


















 01

2

1515

1
)

1
(

1

2

152

22515
1

15

1

34

225

2
2

1512

15
2

15
2

45015

n

n

n

zn

z

n

z

zz

zz
zz

zzz

z
zf 

 
в) в области |z|>15 имеем:     

 y 

x 

15 

2
15  

0                   Рис. 9

 

 










































322

225

2

15122515
1

1

15
1

1

15

1

zzzzzz

z
z

z

...
4

225

2

151

...
4

225

2

15
1

1

)
2

15

(1

11

2

15
1

1

2

15

1

32

2


























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
























zzz

zzz

z

z

z
zz  

Следовательно 

 
  


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


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


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
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
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
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
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
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










1

1

1

1
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)
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2
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225151

4

225

2
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152
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n
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n

n
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zf 

 

Задача 9 

Определить тип особой точки 

 
ze

e
zf

z

z






1

1
3

 

Z0=0 – особая точка Найдем нули знаменателя 001 0  zze z  

  




























 0

0

1

3
lim

0

0

1

1
limlim

23

0

3

0
0

z

z

zz

z

zzz e

ze

ze

e
zf  

   
0

63
lim

|
33

|

lim

3223

0

3223

0















 Z

ZZ

zZ

ZZ

z e

zeze

e

ezze

 Z0 – устранимая особая точка 
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Задача 10 

Для данной функции найти изолированные особые точки и определить их тип 

  ze
z

z
zf

1

14

sin





 

Z5=0; Z
4
-1=0 

 (Z
2
-1)(Z

2
+1)=0 

 (Z-1)(Z+1)(Z-i)(Z+i)=0 

 Z1=1; Z2=-1; Z3=i; Z4=-i 

Z1, Z2, Z3, Z4, Z5 – изолированные особые точки 

 
4434

cos

1
lim

1
lim

14

sin

1
limlim

11

0

e
e

z

z

Z
e

Z
e

z

z

Z
zf zz

z























 

Z=1 – устранимая особая точка 

 

  eez

z
e

z

z
ee

z

z

z

z

zz

z

z

z

z 44

1

4

cos
limlim

/
1

/
sin

limlim
1

sin
lim

31

1

141

1

1

1

41
















 

 

z=-1-устранимая особая точка 

 

 
i

i
e

z

z

iz
e

z

z

iz
e

iz
e

z

z

iz
iizz 


cos

44

cos
lim

/
1

/
sin

limlim
0

0

1

sin
lim

1

3

1

4

11

4

























 

z=1 – устранимая особая точка 

 i
i

ee
z

z

iz
iz 
















cos
40

0

1

sin
lim

11

4
 

z=-1 – устранимая особая точка 

 

      Задача 11 

Найти оригинал по заданному изображению: 

)106)(1(

23
)(

2 




ppp

p
pF . 

Разобьем дробь на сумму простейших дробей, используя метод неопределѐнных коэффициен-

тов: 

)106)(1(

23
)(

2 




ppp

p
pF =

)106)(1(

)1)(()106(

1061 2

2

2 












ppp

pCBpppA

pp

CBp

p

A ; 

CCpBpBpppAp  22 )106(23 . 

Составим равенства при одинаковых степенях p : 
2p       0=A+B 
1p       3=-6A-B+C 

0p       -2=10A-C.   Решая полученную систему уравнений получим : A=
5

1   
5

1
B   C=4. 

)(sin
5

17

cos
5

1

5

1
)

1)3(

1
(

5

17
)

1)3(

3
(

5

1

)1(5

1

)
1)3(

173
(

5

1

)1(5

1
)

1)3(

20
(

5

1

)1(5

1

1)3(

4
5

1

)1(5

1

106

4
5

1

)1(5

1
)(

3

3
.

.22

22

22

tfte

tee
pp

p

p

p

p

pp

p

p

p

p

ppp

p

p
pF

t

tt


















































 

Задача 12 

Операционным методом решить задачу Коши: 

0)0(,1)0(

,
2

cos223





yy

t
eyyy t
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Решение: 

Пусть 

pFppFpypyFpty

pFypFty

Тогда

FpFty



















222 0)0()0()(

1)0()(

,)()(

 

Правая часть уравнения по таблице оригиналов и изображений будет иметь вид: 

4

1
)1(

1

2
2

2
cos2









p

pt t
e      Подставим в уравнение и получим: 





















4

5
2

)
4

5
2)(3(22

3

4

5
2

)1(2
)23(

4

1
)1(

)1(2
2)1(3

2

2

2

2

2

2

pp

pppp

p

pp

p
ppF

p

p
FpFpFp

 

 

)23)(
4

5
2(

4

23

4

37
5

;

4

5
2

4

23

4

37
5

22

23

2

23













pppp

ppp

F

pp

ppp

 

Разложим полученную дробь на сумму простейших дробей: 

.
21

4

5
2)23)(

4

5
2(

4

23

4

37
5

222

23
















p

D

p

C

pp

BAp

pppp

ppp
 

Получим ,
5

8
A   ,0B   ,2C   

5

3
D , значит 

).(
5

3
2

2
sin

5

16

2
cos

5

8

2

1

5

3

1

1
2

4

1
)1(

2

1

2
5

8

4

1
)1(

1

5

8

2

1

5

3

1

1
2

4

1
)1(

)11(

5

8

2

5

3

1

2

4

5
2

5

8

)(

2

22

22

tyee
t

e
t

e
pp

pp

p

pp

p

p

pp
pp

p

pF

tttt 















































 

Задача 13 

Решить систему дифференциальных уравнений: 

xy

yxx

3

2



 ; 

При x(0)=0,  y(0)=1. 

Решение: 
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Пусть 

.)()(

;)()(

YpYtyy

XpXtxx












    

Находим, что 

,1

,0













pYy

pXx
 

Система операторных уравнений примет вид: 

XpY

YXpX

31

2



  

YXpX  2 подставим во второе уравнение, получим: 

31)3)(1(

1

32

1

1)32(

31)2(

2

2

















p

B

p

A

pppp
X

ppX

XXpXp
 

Найдем коэффициенты A и B: 

4

1

,1

,
4

1

,3

1)1()3(











A

тоp

если

B

тоp

если

pBpA

Значит )(
4

1

4

1

3

1

4

1

1

1

4

1 3 txee
pp

X tt 





 




, 

Аналогично находим Y, подставим значение X в первое операторное уравнение 

31)3)(1(

2












p

B

p

A

pp

p
Y , т.е. 

4

1

4

3

)1()3(2







B

A

pBpAp
 

)(
4

1

4

3

3

1

4

1

1

1

4

3 3 tyee
pp

Y tt 





 




 

Ответ: 

tt

tt

eety

eetx

3

3

4

1

4

3
)(

4

1

4

1
)(







  

 

Рекомендации по изучению теоретического материала. 

  К выполнению контрольной работы следует приступать только после овладения соответству-

ющих разделов курса «математика». Студентам рекомендуется изучать материал в следующем 

порядке: 

 1. Ознакомиться с тематикой дисциплины. Просмотреть рекомендуемую литературу. 

 2. Выбрать 1-2 учебника (методических указаний или пособий) в качестве основных. 

 3. Изучить материал по учебникам, выбранным из указанных: усвоить основные термины, 

теоремы, формулы; разобраться в решениях задач, которые приводятся в литературе. 

 4. Изучая материал курса, составить его краткий конспект. 

 5. Ответить на вопросы, поставленные после разобранного материала (ответы на вопросы Вы 

найдѐте в содержании данного пособия). 

  И только после изучения теоретических и практических основ курса следует приступать к 

выполнению контрольной работы.  


