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Занятие 1. Линейное программирование как метод оптимального планирования
Линейное программирование изучает важную для практики задачу отыскания экстремума линейной функции при наличии ограничений в виде линейных неравенств или уравнений.

Сущность этих задач заключается в том, чтобы из множества возможных вариантов исследуемого экономического процесса выбрать по какому-либо признаку наилучший, или, как его называют, оптимальный вариант.

В этом методе обязателен специальный показатель выгодности плана, который называют показателем или критерием оптимальности плана. Часто это прибыль, доход, валовый продукт, производительность, эффективность. В таких случаях выгодно, чтобы показатель оптимальности был для выбранного варианта плана максимальным. Если показателем оптимальности служат издержки, себестоимость капиталовложения или трудоемкость, то необходимо планировать так, чтобы показатель оптимальности для выбранного плана был минимальным.

Таким образом, ясно, что цель, которую мы ставим перед собой заключается в максимизации или минимизации некоторого количества средств (денег, сырья, оборудования, продуктов питания и т. д.), которое математически выражается в виде линейной функции некоторого числа переменных.

Множество возможных вариантов, из которых выбирается оптимальный план, всегда ограничено (ресурсами сырья, наличием рабочей силы, количеством оборудования и т. п.). Поэтому каждый из рассматриваемых вариантов должен быть допустимым планом, удовлетворяющим имеющимся ограничениям. Показатель оптимальности плана является некоторой функцией Z=f(x) плана Х. Поэтому задача отыскания оптимальности плана сводится к математической задаче нахождения экстремума этой функции.

Решение экстремальных экономических задач можно разбить на три этапа: 1) построение экономико-математической модели; 2) нахождение оптимального решения одним из математических методов; 3) практическое внедрение в народное хозяйство.

При построении экономико-математической модели необходимо в схематической форме отразить сущность изучаемого процесса. При этом особое внимание должно быть уделено отражению в модели всех существенных особенностей задачи и учету всех ограничивающих условий, которые могут повлиять на результат. Затем определяют цель решения, выбирают критерий оптимальности и дают математическую формулировку задачи.

Значительная часть задач принятия решения – это задачи распределения ресурсов между объектами.

Пусть имеется m  видов ресурсов. Наличие каждого i –го ресурса составляет bi (i = 1, .. , m) в соответствующих единицах измерения. Эти ресурсы предназначены для производства  n видов продукции. Для выпуска единицы j- го вида продукции необходимо aij единиц i- го вида ресурса. Требуется определить, какого вида и сколько продукции следует произвести, чтобы такой выпуск был наилучшим для принятого критерия оптимальности.

Обозначим через xj количество выпускаемой продукции j- го вида. Тогда для i- го ресурса можно записать:
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где левая часть неравенства выражает потребность в ресурсе i-го вида, правая – располагаемое количество этого ресурса.

Распространяя на m видов ресурсов, это ограничение можно записать:
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Если номенклатуру продукции ограничить предельными значениями объемов производства и продаж, то запишутся следующие граничные условия:
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где 
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 - соответственно минимально и максимально допустимые объемы производства и продаж продукции j – го вида.

В зависимость (1) можно ввести дополнительные переменные. Тогда
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В реальных задачах суммарное количество основных xi (j = 1, …, n ) и дополнительных yi (i = 1, … , m) переменных всегда больше, чем число зависимостей m, поэтому система (1) имеет бесчисленной множество решений. Из этого бесчисленного множества следует выбрать одно – оптимальное, соответствующее критерию – цели решения задачи.

Цель задачи распределения ресурсов устанавливается какой-либо одной из двух взаимоисключающих постановок.

1) при заданных ресурсах максимизировать получаемый результат;

2) при заданном результате минимизировать потребные ресурсы.

Первая постановка аналитически запишется:

	
[image: image7.wmf]å

=

=

n

j

j

j

i

x

c

L

1

max

,
	(4)



[image: image8.wmf]ï

î

ï

í

ì

¼

=

£

£

¼

=

£

å

=

(6)

)

n 

 

,

 

1,

 

 

(j

(5)

m)

 

,

 

 

1,

 

 

(i

1

j

j

j

n

j

i

j

ij

N

x

N

b

x

a


где xi (j = 1, …, n ) – количество выпускаемой продукции j – го вида; n – количество наименований продукции; cj –величина, показывающая, какой вклад в результат дает единица продукции j – го вида; bi – заданное количество ресурса i- го вида (i = 1, … , m);  m  - количество наименований ресурсов; aij – норма расхода ресурса, т. е. какое количество ресурса i- го вида потребляется на производство единицы j- го вида продукции.

Решение задачи дает нахождение значение xj, обеспечивающих при заданных ресурсах получение максимального результата. Вторая постановка задачи будет иметь вид:
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где C – минимально допустимое значение потребного результата.

Первую и вторую задачи, в которые переменные xj входят в первой степени, т. е. в виде линейных зависимостей, называются задачами линейного программирования.

Каждая задача линейного программирования содержит целевую функцию (4) или (7), ограничения (5), (6) или (8) – (10), граничные условия (6) или (10), (11). Ограничения могут включать зависимости как для ресурсов (bi), так и для экономических показателей (С).

Для решения задач линейного программирования используют графический и аналитический методы.
Симплексный метод на основе полных таблиц (*)

Постановка задачи об определении оптимального ассортимента продукции

Задача. Предприятие может производить два вида изделий А и В, располагая для их изготовления ограниченными ресурсами материала чугуна и стали соответственно в количествах 350 и 392 кг и оборудования в количестве 408 станко-часов. Данные, представленные в виде табл. характеризуют затраты каждого из перечисленных трех видов ресурсов на изделия А и В.

	Виды ресурсов
	Объем ресурсов
	Затраты на одно изделие

	
	
	А
	В


	Чугун
	350
	14
	5

	Сталь
	392
	14
	8

	Оборудование
	408
	6
	12

	Прибыль в руб.
	
	10
	5


Требуется определить сколько изделий А и В должно производить предприятие, чтобы достичь наибольшей прибыли.

Введем искомые неизвестные х1 и х2, обозначающие число изделий А и В, которые должно производить предприятие.

Среди множества неотрицательных решений системы неравенств
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	(*1)


найти такое решение, для которого функция
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достигает наибольшего значения.

Геометрическое решение задачи

Прежде всего построим область допустимых решений соответствующую системе неравенств.

Для этого, заменив каждое из неравенств равенством
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строим граничную линию. Учитывая, что x1 ( 0 и x2 ( 0, получаем заштрихованную часть плоскости, образующую многоугольник решений OABCD. 

Затем строим линию уровня 
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 и вектор (10 ; 5), которые взаимно перпендикулярны. Нетрудно показать, что вектор дает направление наибольшего возрастания линейной функции.

Из всех линий уровня выбираем две, из которых одна проходит через точку 0 и дает минимальное значение функции Z, а друга проходит через точку С в которой функция Z принимает максимальное значение. Эти линии уровня называются опорными.

Точка С образована первой и второй прямыми. Следовательно, решая систему уравнений
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найдем координаты точки С
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при этом 
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Таким образом, максимальная прибыль в 270 руб. будет получена, если предприятие произведет 20 изделий вида А и 14 изделий вида В.

Отыскание максимума линейной функции

В основе симплексного метода решений задач линейного программирования лежит с некоторыми дополнениями метод последовательных исключений, представляющий собой совокупность удобных вычислительных алгоритмов, построенный на последовательном применении тождественных (симплексных) преобразований системы уравнений.

Добавляя к левой части неравенств (*1) некоторую неотрицательную величину yi(0 (i= 1, 2, 3), называемую выравнивающей или базисной переменной, превратим их в уравнения:
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Каждая из переменных y1, y2, y3 входит только в одно уравнение и зависит от переменных x1 и x1, которые мы называем свободными.

Системе соответствует исходной базисное решение x1 = x1 = 0, y1 = 350,  y2 = 392,  y3 = 408 и Z = 0.

Выполняем первое тождественное преобразование системы уравнений (*2). Выбираем разрешающий столбец, соответствующий наименьшему отрицательному элементу в Z строке, ибо теоретически установлено, что при этом можно ожидать при прочих равных условиях большего увеличения функции Z. Правую часть уравнений делим на элементы разрешающего столбца и выбираем наименьшее положительное отношение, соответствующее разрешающей строке (уравнению). На пересечении выделенных столбца и строки стоит разрешающее число.

Первое уравнение делим на разрешающее число и выписываем получившееся уравнение. Умножая это уравнение последовательно на остальные элементы разрешающего столбца 14, 6 и -10 и вычитая соответственно из 2-го, 3-го и 4-го уравнений системы (*2), придем к следующей системе (*3):
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Подобное тождественное преобразование, при котором выбор разрешающего числа производится по указанному правилу, будем называть симплексным преобразованием.

Таким образом, симплексное преобразование выполняется по следующему правилу:

1. Выбирается разрешающий столбец, соответствующий наименьшему отрицательному элементу в Z – строке.

2. Выбирается разрешающая строка, которая соответствует наименьшему положительному из отношений элементов правой части уравнений на соответствующие элементы разрешающего столбца. На пересечении разрешающего столбца и разрешающей строки стоит разрешающее число.

3. Элементы разрешающей строки делятся на разрешающее число.

4. Вычисляем элементы всех остальных строк по формуле:

	Новые эл-ты
	=
	Старые эл-ты
	-
	Соответствующее число в разрешающей строке 
	(
	Соответствующее число в разрешающей столбце

	
	
	
	
	Разрешающее число


Из системы (*3) находим второе допустимое базисное решение x2 = y1 = 0, x1 = 25, y2 = 42, y3 = 258, которому соответствует новое увеличенное значение функции Z = 250.

Таким образом, процесс последовательных симплексных преобразований является процессом последовательного улучшения решения. При этом:

1. Если в Z-строке найдется хотя бы один отрицательный элемент и 

a) в разрешающем столбце найдется хотя бы один положительный элемент, то можно улучшить решение;

b) если же разрешающий столбец не содержит положительных элементов, то функция Z неограниченно возрастает.

2. Если все элементы в Z-строке неотрицательны, то достигнуто оптимальное решение.

Это и есть достаточные условия существования оптимально плана.

В системе (*3) коэффициент при x2  в Z-строке отрицательный, поэтому второй столбец будет разрешающим. Находим, что вторя строка будет разрешающей. Далее проводим симплексное преобразование системы (*3) согласно указанному алгоритму. Так как в Z-строке все элементы неотрицательны, то данный план является оптимальным. При этом у1 = y2 = 0; y3 = 120; x1 = 20; x2 = 14 и Zmax = 270.

Выполнение симплексных преобразований связано с кропотливым и часто довольно громоздкими вычислениями. Эти вычисления можно в значительной степени упростить, используя для решения так называемые симплексные таблицы.

Каждое симплексное преобразование системы сводится к переходу от одной симплексной таблицы к другой.
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Итак, соответственно исходной системе уравнений (*2) составляем первую симплекс-таблицу.

Таблица *1

	
	
	x1
	x2
	y1
	y2
	y3
	Конт.столбец

	y1
	350
	[image: image599]14
	5
	1
	0
	0
	370

	y2
	392
	14
	8
	0
	1
	0
	415

	y3
	408
	6
	12
	0
	0
	1
	427

	Z
	0
	-10
	-5
	0
	0
	0
	-15


Первый столбец – это столбец базисных переменных, во втором столбце стоят свободные коэффициенты правой части уравнений (*2), в первой строке располагаются все переменные, последний столбец – это контрольный столбец и коэффициенты  в нем равны сумме коэффициентов по всей строке.

Из табл. *1 имеем первое допустимое решение системы (*2): x1 = x1 = 0, y1 = 350,  y2 = 392,  y3 = 408 и Z = 0.

Переход ко второй симплекс-таблице (табл. *2)

Таблица *2
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	Конт.столбец

	x1
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После заполнения табл. *2 следует проверить правильность ее заполнения, для чего суммируем коэффициенты по строкам и эта сумма должна быть равна коэффициентам, стоящим в соответствующих клетках контрольного столбца. Из табл. *2 второе допустимое решение будет x2 = y1 = 0, x1 = 25, y2 = 42, y3 = 258, которому соответствует новое увеличенное значение функции Z = 250.

Нетрудно видеть, что эта таблица соответствует системе (*3), а опорное решение x2= 0, x1 = 25 соответствует вершине D (25 , 0) многоугольника решений.

Так как в Z-строке имеется отрицательный элемент, то улучшаем решение, для чего составляем симплексную табл. *3.

Для простоты вычислений следует помнить, что в новой таблице на месте элементов разрешающего столбца (кроме разрешающего элемента) стоят нули. Если в разрешающей строке стоят нули, то в новую таблицу соответствующие столбцы переносятся без изменения.

Таблица *3

	
	
	y1
	y2
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	y3
	Конт.столбец

	x1
	20
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Так как в Z-строке нет отрицательных элементов, то данное решение будет оптимальным.

Табл. *3 соответствует системе уравнений (*4) и оптимальному решению y3 = 120; x1 = 20; x2 = 14 и Zmax = 270.

Итак, оптимальный план предполагает выпуск 20 единиц изделия А и 14 единиц изделия В, при этом будет получена максимальная прибыль равная 270 руб., а ресурсы оборудования оказались в избытке в количестве 120 станко-часов.

Занятие 2. Моделирование транспортных задач
Экономико-математическая модель транспортной задачи

Существуют поставщики и потребители некоторого однородного груза. У каждого поставщика имеется определенное количество единиц этого груза (мощность поставщика).

Каждому потребителю нужно некоторое количество единиц этого груза (спрос потребителя). Известны затраты на перевозку единицы груза от каждого из поставщиков к каждому из потребителей.

Нужно составить такой план перевозок от поставщиков к потребителям, при котором:

1) суммарные затраты на перевозку груза будут минимальны;

2) по возможности будут задействованы все мощности поставщиков;

3) по возможности будет удовлетворен весь спрос потребителей.

Закрытая модель транспортной задачи – это модель, в которой суммарная мощность поставщиков равна суммарному спросу потребителей. В противном случае модель называется открытой.

В процессе решения открытая модель всегда сводится к закрытой. Поэтому вначале рассмотрим закрытую модель.

Порядок решения закрытой модели:

1) составляем специальную таблицу;

2) находим первоначальный план поставок (далее будут рассмотрены методы северо-западного угла и минимальной стоимости);

3) оптимизируем его распределительным методом.

Метод северо-западного угла

С помощью этого метода определяется первоначальный план поставок.

 Пример 26. У поставщиков А1, А2, А3 сосредоточено соответственно 30, 190 и 250 единиц некоторого однородного груза, который необходимо доставить потребителям В1, В2, В3 в количестве 70, 120, 150 и 130 единиц. Стоимость перевозок единицы груза от поставщиков к потребителям задается матрицей:

	4
	7
	2
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	1
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	4
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	6
	3
	7


Элемент в 1-ой строке и 3-м столбце равен 2, то есть стоимость перевозки единицы груза от поставщика А1 к потребителю В3 равна 2, и т. д.

Построим первоначальный план поставок методом северо-западного угла.

Суммарная мощность поставщиков равна: 30+190+250=470.

Суммарный спрос потребителей равен: 70+120+150+130=470.

Это закрытая модель. Запишем наши данные в виде специальной таблицы.
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В первом столбце указаны мощности поставщиков, в первой строке – спрос потребителей. Числа в левом верхнем углу клетки – это стоимость перевозок единицы груза от соответствующего поставщика к соответствующему потребителю, то есть из данной в условии матрицы.

План перевозок будет задан, если мы укажем, сколько единиц груза должен получить каждый потребитель от каждого поставщика.

Северо-западный угол таблицы – это ее левый верхний угол отмеченный кружком. Поэтому рассмотрим 1-го поставщика и 1-го потребителя. У поставщика А1 есть 30 единиц груза, потребителю В1 нужно 70 единиц. Находим минимум из этих двух чисел: min (30 , 70) = 30. Клетка (А1, В1) перечеркивается по диагонали сплошной чертой, в правом нижнем углу пишется найденный минимум 30. Это означает, что А1 должен поставить потребителю В1 30 ед. груза. Такие клетки в дальнейшем будем называть отмеченными.

Так как поставщик А1 израсходовал все свои 30 ед. груза, то мы исключаем его из рассмотрения. Поэтому все остальные клетки 1-й строки перечеркиваем по диагонали пунктиром. Такие клетки в дальнейшем из рассмотрения исключаем и будем называть пустыми.

После первого шага таблица примет следующий вид:
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Первая строка в дальнейшем не рассматривается.

Северо-западный угол этой таблицы – клетка выделенная кружком. Поэтому рассмотрим 2-го поставщика и 1-го потребителя. Мощность поставщика А2 равна 190 единиц. Спрос потребителя В1 – 70 ед. груза. Но 30 ед. груза он получил от поставщика А1 (об этом говорит отмеченная клетка). Поэтому непокрытый спрос потребителя В1 равен 70-30=40. Находим минимум min (190 , 70-30) = 40. Указанная клетка становится отмеченной. Запишем там этот минимум 40.

Поставщики А1 (30 ед.) и А2 (40 ед.) полностью покрывают спрос потребителя В1 (70 ед.). Поэтому остальные клетки 1-го столбца объявим пустыми и в дальнейшем исключим из рассмотрения.

После второго шага таблица примет следующий вид:
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Северо-западный угол этой таблицы – это клетка отмеченная кружком. Определяем минимум для этой клетки min (190 , 70-30) = 40.

Получим следующую таблицу:

	
	70
	120
	150
	130

	30
	4
   30
	[image: image604]7

	2

	3


	190
	3
   40
	1
 120
	2

	4


	250
	5
 
	6

	3

	7



Северо-западный угол этой таблицы – это клетка отмеченная кружком. Определяем минимум для этой клетки min (190 -40, 150) = 30.

Получим следующую таблицу:
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Северо-западный угол этой таблицы – это клетка отмеченная кружком. Определяем минимум для этой клетки min (250, 150-30) = 120.

Получим следующую таблицу:
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Осталась одна незаполненная клетка. Минимум для нее min (250-120, 130) = 120. Получаем следующую таблицу:
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После выполнения очередного шага мы исключили из рассмотрения либо строку, либо столбец. Только на последнем шаге отпали и строка и столбец. Поэтому для полностью заполненной таблицы должно соблюдаться следующее соотношение: число отмеченных клеток = число строк + число столбцов – 1. В данном случае это так: 6=3+4-1. Если это соотношение не выполняется, то возникает так называемый особый случай. Как поступать в этом случае, будет рассказано дальше.

Посчитаем суммарные затраты. Для этого надо в каждой отмеченной клетке перемножить ее числа, т. е. количество груза умножить на единицу стоимости перевозки этого груза, и результаты сложить: 4*30+3*40+1*120+2*30+3*120+7*130=1690.

Особый случай

Пример.

	
	30
	20
	50

	50
	1
   
	3

	5


	30
	3
   
	3
 
	2
   

	20
	4
 
	1

	2
 


Воспользуемся методом северо-западного угла.

Шаг 1. Клетка (1,1), min (50, 30) = 30. Исключаем 1-й столбец:
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Шаг 2. Северо-западной клеткой является клетка (1, 2). min (50 - 30, 20) = 20. Мы видим, что отпадают и 1-я строка, и 2-й столбец. Это приведет к невыполнению соотношения: число отмеченных клеток = число строк + число столбцов – 1. Поэтому помимо клетки (1,2) мы объявляем отмеченной еще одну клетку в 1-й строке или 2-м столбце. Делаем туда так называемую нулевую поставку, т. е. 0. Пусть это будет клетка (2,2).
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Так поступают каждый раз, когда на очередном шаге отпадают и строка, и столбец. Дальнейшее распределение уже не составляет труда.

Распределительный метод решения транспортной задачи

После того как получен первоначальный план поставок необходимо выяснить, является ли найденный план оптимальным и, если нет, то оптимизировать его. Для этого надо составить матрицу оценок.

Оценка клетки (i, j) вычисляется по следующему правилу: оценка i-ой строки + оценка j-го столбца + число в левом верхнем углу клетки (i, j). Оценки строки и столбца выбираются таким образом, чтобы оценки всех отмеченных клеток были равны 0. После этого оценки всех клеток записываются в виде матрицы – матрицы оценок. Если матрица оценок не содержит отрицательных чисел, то получен оптимальный план поставок. Иначе проводится оптимизация плана поставок.

Двигаясь из клетки с наименьшей отрицательной оценкой по отмеченным клеткам (причем запрещается делать два последовательных шага в одной строке или столбце), строят так называемый цикл пересчета. Внутри этого цикла перераспределяют поставки. Для полученной таблицы находят матрицу оценок и т. д. Рассмотрим подробнее эту схему на конкретном примере.

 Пример. В предыдущем примере методом северо-западного угла был получен следующий план поставок. Исследуем его на оптимальность.
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Начинать можно с любой строки или любого столбца. Начнем с 1-го столбца, приписав ему 0. В 1-м столбце находятся две отмеченные клетки (1, 1) и (1, 2). Их оценки должны быть нулевыми. Из этого условия, зная оценку первого столбца, найдем оценки 1-й и 2-й строк.

Оценка клетки (1, 1) = оценка 1-й строки + оценка 1-го столбца + число в левом верхнем углу клетки (1, 1) = оценка 1-й строки + 0 + 4= 0. Отсюда оценка 1-й строки = -4.

Оценка клетки (2, 1) = оценка 2-й строки + оценка 1-го столбца + число в левом верхнем углу клетки (2, 1) = оценка 2-й строки + 0 + 3= 0. Отсюда оценка 2-й строки = -3.

Найденные оценки столбцов записываем под таблицей, найденные оценки строк – справа от таблицы.

После этого шага получаем следующую таблицу:
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Теперь надо найти отмеченную клетку, для которой известны оценки строки или столбца. Например, это клетка (2, 2). Для нее известна оценка строки. Оценка клетки (2, 2) = оценка 2-й строки + оценка 2-го столбца + число в левом верхнем углу клетки (2, 2) =    = (-3) + оценка 2-го столбца + 1 = 0. Отсюда оценка 2-го столбца = 2.

После этого шага получаем следующую таблицу:
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Для отмеченной клетки (2, 3) известна только оценка строки. Оценка клетки (2, 3) = оценка 2-й строки + оценка 3-го столбца + число в левом верхнем углу клетки (2, 3) =    = (-3) + оценка 3-го столбца + 2 = 0. Отсюда оценка 3-го столбца = 1. После этого шага получаем следующую таблицу:
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Оценка клетки (3, 3) = оценка 3-й строки + оценка 3-го столбца + число в левом верхнем углу клетки (3, 3) = оценка 3-й строки + 1 + 3= 0. Отсюда оценка 3-й строки = -4. После этого шага получаем следующую таблицу:
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Оценка клетки (3, 4) = оценка 3-й строки + оценка 4-го столбца + число в левом верхнем углу клетки (3, 4) = (-4) + оценка 4-го столбца + 7 = 0. Отсюда оценка 4-го столбца = -3. После этого шага получаем следующую таблицу:
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Найдены оценки всех строк и столбцов. Вычислим оценки всех клеток и составим матрицу оценок.

Оценка клетки (1, 2) = оценка 1-й строки + оценка 2-го столбца + число в левом верхнем углу клетки (1, 2) = (-4) + 2+ 7 = 5.

Оценка клетки (1, 3) = оценка 1-й строки + оценка 3-го столбца + число в левом верхнем углу клетки (1, 3) = (-4) + 1+ 2 = -1. И т. д.

Получаем следующую матрицу оценок:

	0
	5
	-1
	-4

	0
	0
	0
	-2

	1
	4
	0
	0


Так как матрица оценок содержит отрицательные числа, то план поставок является неоптимальным. Проведем его оптимизацию. Выберем клетку с наименьшей оценкой. Это клетка (1, 4). Ее оценка равна -4. Наша задача – построить цикл пересчета. Выходя из клетки (1, 4) и двигаясь только по отмеченным клеткам, нужно вернуться в стартовую клетку (1, 4). При этом запрещается делать два последовательных шага в одной строке или в одном столбце. Например, подходит цикл (1, 4) – (1, 1) – (2,1) – (2,3) – (3,3) – (3,4) – (1,4). Нарисуем этот цикл. Для каждой клетки указаны ее индексы и объем поставок.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Стартовой клетке (1, 4) припишем знак «+». Двигаясь по циклу, чередуем знаки. Среди поставок в клетки со знаком «-» найдем минимальную: min (30, 30, 130) = 30. После этого в клетках со знаком «-» уменьшим поставки на этот минимум, а клетках со знаком «+» увеличим на этот минимум. Клетка (1, 4) становится отмеченной. Если получена одна клетка с нулевой поставкой, то она становится пустой. У нас таких клеток две – (1, 1), (2,3). Поэтому пустой объявим одну из них с наибольшим тарифом – клетку (1, 1). В клетку (2, 3) будет сделана нулевая поставка, и она становится отмеченной. Это делается для выполнения соотношения: число отмеченных клеток = число строк+число столбцов-1.

Нужно следить, чтобы суммы поставок по строкам и столбцам были равны мощностям поставщиков и спросу потребителей соответственно.

	
	70
	120
	150
	130
	

	30
	4
   
	7

	2

	3
       30
	-0

	190
	3
       70
	1
     120
	2
        0
	4

	-3

	250
	5
 
	6

	3
     150
	7
     100
	-4

	
	0
	2
	1
	-3
	


Для нового плана находим оценки строк и столбцов. Затем получим матрицу оценок:

	4
	9
	3
	0

	0
	0
	0
	-2

	1
	4
	0
	0


План является неоптимальным, так как оценка клетки (2, 4) меньше нуля. Строим для нее цикл пересчета: (2, 4) – (3, 4) – (3, 3) – (2, 3) (2, 4).

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



min (0, 100) = 0. Клетка (2, 3) становится пустой, а клетка (2, 4) – отмеченной (нулевая поставка). Новый план поставок:

	
	70
	120
	150
	130
	

	30
	4
   
	7

	2

	3
      30
	-2

	190
	3
       70
	1
     120
	2
    
	4
       0
	-3

	250
	5
 
	6

	3
     150
	7
     100
	-6

	
	0
	2
	3
	-1
	


Для нового плана находим оценки строк и столбцов. Затем получим матрицу оценок клеток:

	2
	7
	3
	0

	0
	0
	2
	0

	-1
	2
	0
	0


План является неоптимальным, так как оценка клетки (3, 1) меньше нуля. Строим для нее цикл пересчета: (3, 1) – (2, 1) – (2, 4) – (3, 4) – (3, 1).

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



min (70, 100) = 70. В клетках с «+» поставки увеличиваются на 70, а в клетках с «-» поставки уменьшаются на 70. Клетка (2, 1) становится пустой. Новый план поставок:

	
	70
	120
	150
	130
	

	30
	4
   
	7

	2

	3
       30
	-1

	190
	3
   
	1
      120
	2
    
	4
       70
	-2

	250
	5
        70
	6

	3
     150
	7
       30
	-5

	
	0
	1
	2
	-2
	


Находим оценки строк и столбцов. Получаем матрицу оценок:

	3
	7
	3
	0

	1
	0
	2
	0

	0
	2
	0
	0


Матрица оценок не содержит отрицательных чисел. Получен оптимальный план поставок. Суммарные затраты на перевозку груза равны: 3*30+1*120+4*70+5*70+3*150+7*30=1500 (Для первоначального плана эта сумма была равна 1690).

Градиентный метод решения задач выпуклого программирования
В случае, когда применение точных методов решения задач выпуклого программирования затруднительно в связи со сложностью границы множества допустимых решений или система ограничений имеет громоздкий вид, применяют численные (приближенные) методы решения. Однако данные методы в случае задач нелинейного программирования не обеспечивают нахождение глобального экстремума.

Рассмотрим градиентные метод решения задач выпуклого программирования, когда ограничения задаются линейными неравенствами.

Пусть необходимо найти [image: image51.png]


 на множестве [image: image53.png]


. Для отыскания [image: image55.png]


 выбирают последовательность векторов [image: image57.png]


, [image: image59.png]


, …, [image: image61.png]


, … таких, что [image: image63.png]vx* € X



 и [image: image65.png]f(x®) = f(x)) = f(x?) = - = f(x¥) = -



 . Если [image: image67.png]


 строго выпукла на [image: image69.png]


, то из [image: image71.png]fx®
) = f(x%)



  при [image: image73.png]k — o



 можно ожидать, что [image: image75.png]—x



. Поэтому, обрывая последовательность [image: image77.png]fx*)



 на некотором шаге, получим для достаточно малого заданного [image: image79.png]e>=0



 оценку [image: image81.png]IfF(x*) = f(x* )| <«



. Число [image: image83.png]


 характеризует точность решения [image: image85.png]


.

Алгоритм решения задачи выпуклого программирования.

Пусть функция [image: image87.png]


 выпуклая на множестве [image: image89.png]


. Необходимо найти

[image: image91.png]min f (x)



,

при линейных ограничениях

[image: image93.png]g:(x)<0



, [image: image95.png]


 .
1 шаг. С помощью какого-либо способа задаем: а) начальную точку [image: image97.png]


, б) точность решения [image: image99.png]


.

2 шаг. Для любой заданной точки [image: image101.png]


 [image: image103.png](k=1,2,




:

1. Находим значение функции [image: image105.png]


.
2. Вычисляем градиент функции [image: image107.png]VF(x®)



.
3. В окрестности точки [image: image109.png]


 функцию [image: image111.png]f(x)



 заменяем линейной функцией
[image: image112.png]F(x) =

9 &)
ax,

M




4. Переходим к решению задачи линейного программирования. Найти 

[image: image114.png]min F (x)



,

при ограничениях

[image: image116.png]g:(x)<0



, [image: image118.png]


 .
Пусть решением задачи будет вектор [image: image120.png]


.

5. Следующую точку [image: image122.png]Rl



 находим на отрезке, соединяющем точки [image: image124.png]


 и [image: image126.png]


, т.е. [image: image128.png]xitt =tz + (1 —t) xT



, или 

[image: image130.png]x¥* = x*X 1t (zF —x¥)



 , [image: image132.png]0<t<1. (¥




Параметр t находим из условия [image: image134.png]@(t) = max



 на указанном отрезке.

6. Проверяем условие [image: image136.png]IF®) = F** ) < &



. Если оно выполняется, то прекращаем решение, при этом точку [image: image138.png]Rl



 и соответствующее значение функции считаем приближенным решением задачи [image: image140.png]fx%+1)



. Если условие не выполняется, то переходим к первому пункту шага 2 принимая в качестве точки [image: image142.png]


 точку [image: image144.png]St




Пример:

Предприятие выпускает два вида изделий А и Б. Нормы расхода на производство каждого вида изделия приведены в таблице. При этом известно, что сырья имеется 12 т,  а оборудования – 30 станко-часов.
	Ресурсы
	Нормы расхода на 1 изделие

	
	А
	Б

	Сырье, т.
	3
	2

	Оборудование, станко-часов
	5
	6

	Оптовые цены, руб.
	9
	7


Определить оптимальный план реализации продукции обеспечивающий максимум прибыли предприятию, если себестоимость одного изделия соответственно равна ([image: image146.png]5+ 0,1x,)



 руб. и ([image: image148.png]4+ 0,1x,)



 руб., где [image: image150.png]


 и [image: image152.png]


 - план выпуска изделия А и Б.

Решение: Прибыль предприятия при плане [image: image154.png]


 равна [image: image156.png]f(x)=(9—(5+0,1x,))x, +(7— (4 +0,1x,)x,

4x,+ 3x,—0,1x2 — 0,1x2



. Тогда математическая модель задачи будет окончательно иметь вид:

[image: image157.png]4x, + 3x, —0,1x? — 0,1x2 = max,




[image: image158.png]3xy +2x; = 12,
{51, +6x, < 30,
%,20,%,20,




Определим градиент функции [image: image160.png]218 979 = (4— 0,223 — 0,2x,)
V() = (L2 = ¢ %



.
Задаем начальные значения [image: image162.png]


 и [image: image164.png]0,1



. Тогда [image: image166.png]f(x®



)=6,8.

Первая итерация. Определим градиент функции в точке [image: image168.png]



[image: image169.png]



Составим функцию [image: image171.png]F, = 3,8x, +2,8x,



. Находим, что точка [image: image173.png]


 максимума [image: image175.png]


 есть (1,5 ; 3,75). Применяя соотношение (*), получим

[image: image176.png]+t(1,5—1)=1+0,5¢t,




[image: image177.png]1+ 2,75¢.




Запишем функцию

[image: image178.png]@, (t) = 4(1+ 05¢t) +3(1+ 2,75t) — 0,1(1 + 0,5¢)*> —0,1(1 + 2,75t)® - max.




Максимум этой функции найдем из условия  равенства нулю первой производной этой функции:

 
[image: image179.png]@;(t) =2+4+8,75—0,1(1+ 0,5¢) — 0,55(1 + 2,75¢)





[image: image180.png]t X 6,12.




Так как [image: image182.png]t >0



, то возьмем максимальное допустимое значение [image: image184.png]


, чтобы не выйти из области X. Тогда  [image: image186.png](1,5; 3,75



),   [image: image188.png]f(x') =156



 и [image: image190.png]fFlx?)— f(x°)~¥ 88> ¢



.

Вторая итерация. Определим градиент функции в точке [image: image192.png]



[image: image193.png]VF(x') = (3,7;2,25).




Составим функцию [image: image195.png]F, = 3,7x, + 2,25x,



. Находим, что точка [image: image197.png]


 максимума [image: image199.png]


 есть (4 ; 0). Применяя соотношение (*), получим

[image: image200.png],5+t(4—15) =15+ 2,5t




[image: image201.png],75+t (0 —3,75)

,75 — 3,75t




Запишем функцию

[image: image202.png]@,(t) = 4(1,5+2,5t) + 3(3,75—3,75t) — 0,1(1,5 + 2,5¢t)* — 0,1(3,75 — 3,75t)* — max.




Максимум этой функции найдем из условия  равенства нулю первой производной этой функции:

 
[image: image203.png]@;(t) = 10— 11,25-0,5(1,5+ 2,5¢t) — 0,75(3,75— 3,75¢t) = 0.




[image: image204.png]



Тогда  [image: image206.png]=((x%xH)=(2;3)



,   [image: image208.png]f(x*) =156



 и [image: image210.png]f(x*)—f(x*) % 0,09 <0,




.

Ответ: Оптимальный план [image: image212.png](2;3)



 с точностью [image: image214.png]0,1



.

Задачи для закрепления материала:

Решить соответствующий вариант задачи методом градиентов, сделав две итерации.

Предприятие выпускает изделия двух видов,  при изготовлении которых используется сырье 1 и 2. Известны запасы сырья [image: image216.png]


 [image: image218.png]


, нормы его расхода [image: image220.png]


  на единицу изделия, оптовые цены [image: image222.png]


 за единицу изделия и себестоимость [image: image224.png]0 4 el
c +cfx;




. 
Составить план выпуска изделий, дающий предприятию максимальную прибыль.
	Вариант
	[image: image225.png]as




	[image: image226.png]Qs




	[image: image227.png]ay




	[image: image228.png]a,,




	[image: image229.png]a,,




	[image: image230.png]a,,




	[image: image231.png]



	[image: image232.png]



	[image: image233.png]



	[image: image234.png]



	[image: image235.png]1=
cl = ¢t





	1
	30
	60
	5
	2
	8
	11
	8
	7
	6
	4
	0,1

	2
	14
	42
	1
	4
	7
	3
	15
	13
	14
	11
	0,2

	3
	7
	10
	1
	1
	1
	2
	12
	11
	9
	10
	0,2

	4
	51
	105
	5
	13
	15
	7
	13
	12
	11
	9
	0,1

	5
	60
	30
	7
	1
	2
	1
	13
	17
	9
	8
	0,3

	6
	60
	90
	4
	7
	12
	7
	11
	17
	9
	14
	0,2

	7
	84
	31
	3
	6
	8
	11
	12
	10
	17
	8
	0,2

	8
	12
	10
	2
	1
	8
	9
	19
	23
	13
	20
	0,3

	9
	10
	72
	7
	12
	5
	3
	21
	27
	15
	24
	0,3

	10
	50
	20
	7
	1
	2
	1
	13
	17
	9
	8
	0,3


Занятие 3. Динамическое программирование
Динамическое программирование представляет собой математический аппарат, позволяющий быстро находить оптимальное решение в случае, когда анализируемая ситуация не содержит факторов неопределенности, но имеется большое количество вариантов поведения, приносящих различные результаты, среди которых необходимо выбрать наилучший. Динамическое программирование подходит к решению некоторого класса задач путем их разложения на небольшие и менее сложные задачи. В принципе, задачи такого рода могут быть решены путем простого перебора всех возможных вариантов и выбора среди них наилучшего, однако часто такой перебор весьма затруднителен. В таких случаях процесс принятия оптимального решения может быть разбит на шаги (этапы) и исследован с помощью метода динамического программирования.

Решение задач методами динамического программирования проводится на основе сформулированного Р. Э. Беллманом принципа оптимальности: оптимальное поведение обладает тем свойством, что каким бы не было первоначальное поведение системы и первоначальное решение, последующее решение должно определять оптимальное поведение относительно состояния, полученного в результате первоначального решения.

Таким образом, планирование каждого шага должно проводиться с учетом общей выгоды, получаемой по завершении всего процесса, что и позволяет оптимизировать конечный результат по выбранному критерию.

Вместе с тем динамическое программирование не является универсальным методом решения. Практическая каждая задача, решаемая этим методом, характеризуется своими особенностями и требует проведения поиска наиболее приемлемой совокупности методов ее решения. Кроме того, большие объемы и трудоемкость решения многошаговых задач, имеющих множество состояний, приводят к необходимости отбора задач малой размерности либо использования сжатой информации.

Динамическое программирование применяется для решения таких задач, как: распределение дефицитных капитальных вложений между новыми направлениями их использования; разработка правил управления спросом или запасами; разработка принципов календарного планирования производства и выравнивания занятости в условиях колеблющегося спроса на продукцию, составления календарных планов текущего и капитального ремонтов оборудования и его замены; поиск кратчайших расстояний на транспортной сети; формирования последовательности развития коммерческой операции и т. д.

Пусть процесс оптимизации разбит на n  шагов. На каждом шаге необходимо определить два типа переменных – переменную состояния S и переменную управления X. Переменная [image: image237.png]


 определяет, в каких состояниях может оказаться система на данном k-м шаге. В зависимости от [image: image239.png]


 на этом шаге можно применить некоторые управления, которые характеризуются переменной [image: image241.png]


. Применение управления [image: image243.png]


 на k-м шаге приносит некоторый результат [image: image245.png]W, (51, X3)



 и переводит систему в некоторое новое состояние [image: image247.png]S (Sxe1, X3)



. Для каждого возможного состояния на k-м шаге среди всех возможных управлений выбирается оптимальное управление 
[image: image248.wmf]*

k

X

 такое, чтобы результат, который достигается за шаги с k-го по n-й оказался оптимальным. Числовая характеристика этого результата называется функцией Беллмана [image: image250.png]F.(Si—1,X3)



 и зависит от номера шага k и состояния системы [image: image252.png]


.

Всё решение задачи разбивается на два этапа. На первом этапе, который называют условной оптимизацией, отыскивается функция Беллмана и оптимальные управления для всех возможных состояний на каждом шаге, начиная с последнего.

После того, как функция Беллмана и соответствующие оптимальные управления найдены для всех шагов с n-го по первый, производится второй этап решения задачи, который называется безусловной оптимизацией.

В общем случае задача динамического программирования формулируется следующим образом: требуется определить такое управление 
[image: image253.wmf]*

X

, переводящее систему из начального состояния 
[image: image254.wmf]0

S

в конечное состояние 
[image: image255.wmf]n

S

, при котором целевая функция 
[image: image256.wmf]*

0

(,)

FSX

 принимает наибольшее (наименьшее) значение.

Особенности математической модели динамического программирования заключаются в следующем:

1) задача оптимизации формулируется как конечный многошаговый процесс управления;

2) целевая функция (выигрыш) является аддитивной и равна сумме целевых функций каждого шага:

[image: image257.png]FSuX) = ) FlSic ke
£




3) выбор управления 
[image: image258.wmf]k

X

 на каждом шаге зависит только от состояния системы к этому шагу [image: image260.png]


 и не влияет на предшествующие шаги (нет обратной связи);

4) состояние системы 
[image: image261.wmf]k
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 после каждого шага управления зависит только от предшествующего состояния системы 
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 и этого управляющего воздействия [image: image264.png]


 (отсутствие последствия) и может быть записано в виде уравнения состояния:
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5) на каждом шаге управление [image: image267.png]


 зависит от конечного числа управляющих переменных, а состояние системы [image: image269.png]


 зависит от конечного числа параметров;

6) оптимальное управление представляет собой вектор 
[image: image270.wmf]*
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, определяемый последовательностью оптимальных пошаговых управлений: 
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, число которых и определяет количество шагов задачи.

Условная оптимизация. Как уже отмечалось выше, на данном этапе отыскиваются функция Беллмана и оптимальное управление для всех возможных состояний на каждом шаге, начиная с последнего в соответствии с алгоритмом обратной прогонки. На последнем n-м шаге найти оптимальное управление  
[image: image272.wmf]*
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 и значение функции Беллмана  не сложно, так как [image: image274.png]F.(5,-1.X,

max {W,(S,-,,.X,))}



, где максимум берется по всем возможным значениям 
[image: image275.wmf]n
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Дальнейшее вычисление производится согласно рекуррентному соотношению, связывающему функцию Беллмана на каждом шаге с этой же функцией, но вычисленной на предыдущем шаге:
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Этот максимум (или минимум) определяется по всем возможным для k и S значениям переменной управления X.

Безусловная оптимизация. После того, как функция Беллмана и соответствующие оптимальные управления найдены для всех шагов с n-го по первый (на первом шаге k =1 состояние системы равно ее начальному состоянию 
[image: image277.wmf]0

S

), осуществляется второй этап решения задачи. Находится оптимальное управление на первом шаге 
[image: image278.wmf]*
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, применение которого переведет систему в состояние 
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, зная которое можно, пользуясь результатами условной оптимизации, найти оптимальное управление на втором шаге, и так далее до последнего n-го шага.

Рассмотрим примеры решения трех задач с использованием динамического программирования, содержание которых требует выбора переменных состояния и управления.

Задача об оптимальном распределении инвестиций

Требуется вложить имеющиеся T единиц средств в [image: image281.png]


 предприятий, прибыль [image: image283.png]g;(x;)



 от которых в зависимости от количества вложенных средств 
[image: image284.wmf]i
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 определяется таблицей, так, чтобы суммарная прибыль со всех предприятий была максимальной.
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Здесь [image: image310.png]g;(x;)



 - прибыль j-го предприятия при вложении в него 
[image: image312.png]


 средств.

Математическая модель задачи будет следующей.

Определить вектор, [image: image314.png]


, где [image: image316.png]


 ([image: image318.png]


 – количество [image: image320.png]


  средств вложенных в  j-е предприятие, удовлетворяющий условиям

[image: image321.png]
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,

и обеспечивающий максимум целевой функции

[image: image323.png]F(x*)=





Этап условной оптимизации. Процесс оптимизации разобьем на m шагов и на k-м шаге будем оптимизировать инвестирование в k-е и  с k+1 по m-е. При этом последовательно рассматриваются все варианты, когда на инвестирование предприятий с k-го по m-е выделяется сумма [image: image325.png]
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, из которых [image: image329.png]


 достается k-у предприятию, а сумма [image: image331.png]


 остается на инвестирование в предприятия с k+1 по m-е. Переменная  [image: image333.png]


 и будет являться переменной состояния системы на k-м шаге, и может принимать [image: image335.png]


 возможных значений. Переменной управления на k-м шаге будет величина [image: image337.png]
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 средств, вкладываемых в k-е предприятие. В качестве функций Беллмана [image: image341.png]x|
FX(C* x¥)



 на k-м шаге в этой задаче можно выбрать максимальную прибыль, которую можно получить от предприятий с k-го по n-е при условии, что на их инвестирование выделяется [image: image343.png]


 средств, [image: image345.png]x¥ uz KoTopBIX



выделяется k-у предприятию. Таким образом, формула для вычисления функций Беллмана на k-м шаге может быть представлена как

[image: image346.png]F¥(Ck,x¥) = max {g, (x¥) + F¥*1(C¥ — x¥,x* 1)}, (:





На последнем шаге [image: image348.png]


, найти функции Беллмана не составляет труда, так как в случае рассматриваются варианты инвестирования [image: image350.png]
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, и формула имеет вид:

[image: image353.png]Fr(Ccrx™) = max{g, (x™)},





Последовательно проводя вычисления, на шаге [image: image355.png]


, мы получим значения функций Беллмана при инвестировании средств в первое и все остальные [image: image357.png]


 предприятия. Так как по условию необходимо инвестировать весь объем средств, то на этом шаге рассматривается только функция Беллмана  
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Значение этой функции и будет максимальной прибылью, которую можно получить при инвестировании Т средств в m предприятий.

Этап безусловной оптимизации. На этом этапе в соответствии с алгоритмом обратной прогонки находятся оптимальные управления обеспечивающие максимум функции Беллмана. Так если установлено что на k-м шаге при состоянии системы [image: image360.png]


оптимальное управление есть вложение [image: image362.png]


 средств в k-е предприятие [image: image364.png]


, то состояние системы на (k+1)-м шаге будет равно [image: image366.png]CF— xk(i

1n)



. Начиная с первого шага, когда [image: image368.png]K
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, можно последовательно восстановить все оптимальные управления  [image: image370.png]


.
Занятие 4. Модели сетевого планирования и управления
Области применения сетевого планирования и управления

Решение хозяйственных задач связанно с осуществлением ряда работ (действий, мероприятий, операций), одни из которых можно выполнить одновременно, параллельно, а другие – только в определенной последовательности. Например, чтобы начать производство нового изделия, необходимо, прежде всего, разработать его конструкцию, технологию производства, а затем осуществлять четыре вида параллельных работ:

1) проектировать, заказывать, получать и монтировать необходимое оборудование;

2) планировать размещение оборудования, рассчитывать требуемые площади и строить помещения;

3) заключать договора с другими предприятиями о поставках необходимых материалов, сырья и комплектующих деталей;

4) набирать и готовить кадры будущих работников.

В современных условиях необходимо разработать и использовать сравнительно простые и эффективные методы руководства комплексными разработками, вооружить руководителя совершенным инструментом, позволяющим в любых, даже самых сложных ситуациях, быстро принимать наиболее правильные решения.

Поиски более эффективных способов планирования сложных процессов привели к созданию принципиально новых методов сетевого планирования и управления (СПУ). Они применимы в тех случаях, когда конечная цель достигается путем выполнения ряда взаимосвязанных и взаимозависимых работ, входящих в единый комплекс той или иной разработки.

Эффект, достигаемый за счет Сетевого Планирования и Управления, обусловлен в первую очередь внесением строгих логических элементов в формирование  плана, позволивших привлечь для анализа и синтеза планов современный математический аппарат и средства вычислительной техники.

В силу универсальности Сетевого Планирования и Управления этот аппарат используется для формирования планов строительной индустрии во всех видах строительства, в индивидуальном и мелкосерийном производстве, в научно-исследовательских, опытно-конструкторских и проектных организациях, в производстве кинофильмов и при разработке народнохозяйственных планов, в горнодобывающей промышленности и геологоразведочных работах.

Сетевой моделью (другие названия: сетевой график, сеть) называется экономико-математическая модель, отражающая комплекс работ (операций) и событий, связанных с реализацией некоторого проекта (научно-исследовательского, производственного и др.), в их логической и технологической последовательности и связи. Анализ сетевой модели, представленной в графической или табличной (матричной) форме, позволяет, во-первых, более четко выявить взаимосвязи этапов реализации проекта и, во-вторых, определить наиболее оптимальный порядок выполнения этих этапов в целях, например, сокращения сроков выполнения всего комплекса работ. Таким образом, методы сетевого моделирования относятся к методам принятия оптимальных решений.

Математический аппарат сетевых моделей базируется на теории графов. Графом называется совокупность двух конечных множеств: множества точек, которые называются вершинами, и множества пар вершин, которые называются ребрами. Если рассматриваемые пары вершин являются упорядоченными, т. е. на каждом ребре задается направление, то граф называется ориентированным; в противном случае – неориентированным. Последовательность неповторяющихся ребер, ведущая от некоторой вершины к другой, образует путь. Граф называется связным, если для любых двух его вершин существует путь, их соединяющий; в противном случае граф называется несвязным. В экономике чаще всего используются два вида графов: дерево и сеть. Дерево представляет собой связный граф без циклов, имеющий исходную вершину (корень) и крайние вершины; пути от исходной вершины к крайним вершинам называются ветвями. Сеть – это ориентированный конечный связный граф, имеющий начальную вершину (источник) конечную вершину (сток). Таким образом, сетевая модель представляет собой граф вида «сеть».

В экономических исследованиях сетевые модели возникают при моделировании экономических процессов методами сетевого планирования и управления (СПУ).

Объектом управления в системах СПУ являются коллективы исполнителей, располагающих определенными ресурсами и выполняющих определенный комплекс операций, который призван обеспечить достижение намеченной цели, например, разработку нового изделия, строительства объекта и т. п.

Основой СПУ является сетевая модель (СМ), в которой моделируется совокупность взаимосвязанных работ и событий, отображающих процесс достижения определенной цели. Она может быть представлены в виде графика или таблицы.

Сетевой график
Важнейшей основой метода Сетевого Планирования и Управления является график.

Сетевой график представляет собой графическое изображение последовательности выполнения комплексной разработки, показывающее взаимосвязь и взаимозависимость отдельных этапов, выполнение которых обеспечивает достижение конечной цели разработки.

Достоинство сетевых графиков заключается в их наглядности и сравнительной простоте исполнения. Сетевые графики позволяют:

a) выявить важнейшие работы, от своевременного выполнения которых зависит соблюдение сроков окончания всей разработки;

b) наглядно представить ход разработки в целом, взаимосвязь и взаимозависимость отдельных этапов разработки;

c) определять общую потребность в рабочей силе и материальных ресурсах для выполнения плана;

d) выявить резервы времени и материальные ресурсы с целью наиболее эффективного выполнения плана;

e) совершенствовать методы планирования и устанавливать строгий ритм в работе;

f) использовать вычислительную технику для расчета показателей сетевых графиков.

Приведенный перечень преимуществ применения методов сетевого планирования и управления дает возможность оценить их огромное мобилизирующее значение как эффективного средства улучшения организации труда и управления производством.

Таким образом, методы Сетевого Планирования и Управления, обеспечивая руководителя необходимой информацией о ходе выполнения разработки, дают ему возможность принимать решения, направленные на достижение максимального эффекта при минимальных затратах времени и ресурсов, поэтому применение методов Сетевого Планирования и Управления близко подходит к возможности разработки оптимальных планов.

Рассмотрим теперь основные термины, применяемые при пользовании сетевыми графиками.

Работа характеризует конкретный этап трудового процесса по выполнению определенной операции комплексной разработки, для чего требуется затраты рабочей силы, материальных ресурсов и времени.

Работа – это любые действия, трудовые процессы, сопровождающиеся затратами ресурсов или времени и приводящие к определенным результатам. На сетевых графах  или сетевом графике работы обозначаются стрелками. Для указания того, что одна работа не может выполняться раньше другой, вводят фиктивные работы, которые обозначаются пунктирными стрелками. Продолжительность фиктивной работы принимается равной нулю. 

Событие является фактом окончания всех предшествующих данному событию работ, либо началом работ, следующих непосредственно за данным событием. Для совершения события не требуется никаких затрат, а само событие не имеет продолжительности. На сетевом графе события обозначаются в виде вершин графа. Ни одна выходящая из данного события работа не может начаться до окончания всех работ, входящих в это событие.

При составлении сетевого графика необходимо обеспечить логическую последовательность наступления событий, которая определяется взаимосвязью и последовательностью выполнения соответствующих работ.

Приведем следующий простейший график:

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Из графика следует, что событие 3 не может наступить, пока не совершится событие 2 и т. д. При этом событие 2 называется последующим по отношению к событию 1, так же как событие 4 является последующим по отношению к событию 3. Событие 3 – предшествующее по отношению к событию 4. В указанных определениях имеется в виду, что события следуют одно за другим и между ними нет промежуточных событий. Одно событие может иметь и несколько предшествующих событий.

С исходного события (которое не имеет предшествующих работ) начинается выполнение проекта. Завершающим событием (которое не имеет последующих работ) заканчивается выполнение проекта.

Операция – это сама работа или действие. Она обозначается: 
[image: image372.wmf](,)

ij


[image: image606]
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Это означает, что начальное событие i происходит раньше конечного события j, а длительность операции 
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, которая обозначается стрелкой, будет равна 
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Продолжительность выполнения работы измеряется в единицах времени: часах, днях, неделях и т. д.

Любая последовательность работ в сети, в которой конечное событие каждой работы последовательности совпадает с начальным событием следующей за ней работы, называется путем.

Следует различать два вида пути:

1)  путем (L) называется непрерывная последовательность выполнения работ от исходного до завершающего события. Продолжительность пути (t) определяется суммой продолжительностей составляющих его работ;

2) критическим путем (Lкр) называется путь от исходного до завершающего события, который имеет максимальную продолжительность (tкр).

Первичный сетевой график составляется на основе исходных (первичных) данных, представленных ответственными исполнителями этапов комплексной работы до его оптимизации.

Правила построения сетевых графиков

1. События должны быть правильно пронумерованы, т. е. для каждой работы (i, j)  i <  j . При невыполнении этого требования необходимо использовать алгоритм перенумерации событий, который заключается в следующем:

а) нумерация событий начинается с исходного события, которому приписывается №1;

б) из исходного события вычеркиваются все исходящие из него работы (стрелки), и на оставшейся сети находят событие, в которое не входит ни одна работа, ему присваивается №2;

в) затем вычеркиваются работы, выходящие из события №2, и вновь находят событие, в которое не входит ни одна работа, и ему присваивают №3, и так продолжается до завершающего события, номер которого должен быть равен количеству событий в сетевом графике;

г) если при очередном вычеркивании работ одновременно нескольким событий не имеют входящих в них работ, то их нумеруют очередными номерами в произвольном порядке;

2. Завершающее событие лишь одно.

3. Отсутствуют тупиковые события (кроме завершающего), т. е. такие, за которыми не следует хотя бы одна работа.

4. Исходное событие лишь одно.

5. Отсутствуют события (за исключением исходного), которым не предшествует хотя бы одна работа.

6. Любые два события должны быть непосредственно связаны не более чем одной работой-стрелкой. Если  два события связаны более чем одной работой, рекомендуется ввести дополнительное событие и фиктивную работу:
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7. В сети не должно быть замкнутых циклов.
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8. Если для выполнения одной из работ необходимо получить результаты всех работ, входящих в предшествующее для нее событие, а для другой работы достаточно получить результат нескольких из этих работ, то нужно ввести дополнительное событие, отражающее результаты только этих последних работ, и фиктивную работу, связывающую новое событие с прежним. Продолжительность фиктивной работы равна нулю.

Например, для начала работы D достаточно окончания работы А. Для начала работы С нужно окончание работ А и В.
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Временные параметры сетей. Резервы времени
Основными временными параметрами сетей являются ранние и поздние сроки наступления (совершения) событий. Зная их, можно вычислить остальные параметры сети – сроки начала и  окончания работ и резервы времени событий и работ.

Обозначим 
[image: image379.wmf](,)

tij

– продолжительность работы с начальным событием  i и конечным событием j.

Ранний срок 
[image: image380.wmf]()
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 совершения события j определяется величиной наиболее длительного отрезка пути от исходного до рассматриваемого события, причем 
[image: image381.wmf](1)0
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 где N  - номер завершающего события. Правило вычисления:
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где максимум берется по всем событиям i , непосредственно предшествующим событию j (соединены стрелками).

Поздний срок 
[image: image384.wmf]()
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 свершения события i характеризует самый поздний допустимый срок, к которому должно совершится событие, не вызывая при этом срыва срока совершения конечного события. Правило вычисления:


[image: image385.wmf]()min{()(,)}
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где минимум берется по всем событиям  j, непосредственно следующим за событием i.

Поздние сроки событий определяются «обратным ходом», начиная с завершающего события, с учетом соотношения 
[image: image386.wmf]()()
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, т. е. поздний и ранний сроки совершения завершающего события равны между собой.

Резерв 
[image: image387.wmf]()
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события i показывает, на какой предельно допустимый срок может задержаться свершение события i  без нарушения срока наступления завершающего события:
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События лежащие на критическом пути (критические события) резервов не имеют.

Существуют различные методы расчета параметров сети: табличный и графический.

Рассмотрим графический метод.

При расчетах сетевого графика каждый круг, изображающий событие, делим диаметрами на четыре сектора:
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Пример 55. Рассмотрим сеть проекта, представленную следующим графиком. 
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На графике события представлены кругами, а работы стрелками. Робота может обозначаться как буквой, надписанной на графике рядом с соответствующей работе стрелкой, либо через номера событий из которых начинается и заканчивается работа.

Найти критический путь. Сколько времени потребуется для завершения проекта? Можно ли отложить выполнение роботы D без отсрочки завершения проекта в целом? Насколько недель можно отложить выполнение работы C без отсрочки завершения проекта в целом?

1 этап. При вычислении раннего срока свершения события 
[image: image391.wmf]()
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перемещаемся от исходного события 1 завершающему событию 6.
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В событие 2 входит только одна работа: 
[image: image393.wmf](2)(1)(1,2)055
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Аналогично 
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В событие 4 входят две работы →
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[image: image397.wmf]22
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Отсюда следует, что критическое время выполнения проекта = 22.

Внесем соответствующие данные в сетевой график.
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2 этап. При вычислении позднего срока tп( i ) свершения события I перемещаемся от завершающего события 6 к исходному событию 1 по сетевому графику против направления стрелок.
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Далее рассматриваем непосредственно предшествующее событие 5, из которого выходит только одна работа (5 , 6):
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Из события 4 выходят две работы: (4, 5) и (4, 6). Поэтому определяем поздний срок наступления события  tп( 4 ) по каждой из этих работ:
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Внесем полученные данные в сетевой график.
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3 этап. Вычисляем резерв 
[image: image406.wmf])
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события i , то есть из чисел, полученных на этапе 2, вычитаем числа, полученные на этапе 1.
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4 этап. У критических событий резерв времени равен нулю, так как ранние и поздние сроки их свершения совпадают. Критические события 1, 2, 4, 5, 6 и определяют критический путь 1-2-4-5-6, который по определению должен быть самым продолжительным по времени. На сетевом графике мы его покажем двумя чертами. 
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Теперь можно ответить на вопросы задачи.

Для завершения проекта потребуется 22 недели. Работа D расположена на критическом пути. Поэтому ее нельзя отложить без отсрочки завершения проекта в целом. Работа C не расположена на критическом пути, ее можно задержать на 
[image: image409.wmf]2

7

5

14

)}

5

,

2

(

)

2

(

)

5

(

=

-

-

=

-

-

t

t

t

п

п

(недели).

Сетевое планирование в условиях неопределенности

Продолжительность выполнения работ часто трудно задать точно и потому в практической работе вместо одного числа (детерминированная оценка) задаются две оценки – минимальная и максимальная. Минимальная (оптимистическая) оценка 
[image: image410.wmf]min
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 характеризует продолжительность выполнения работы при наиболее благоприятных обстоятельствах, а максимальная (пессимистическая) 
[image: image411.wmf]max
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- при наиболее неблагоприятных. Продолжительность работы в этом случае рассматривается как случайная величина, которая в результате реализации может принять любое значение в заданном интервале. Такие оценки называются вероятностными (случайными), и их ожидаемое значение 
[image: image412.wmf]ож
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 оценивается по формуле (при бета-распределении плотности вероятности): 
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Для характеристики степени разброса возможных значений вокруг ожидаемого уровня используется показатель дисперсии 
[image: image414.wmf]2
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На основе этих оценок можно рассчитать все характеристики СМ, однако они будут иметь иную природу, будут выступать как средние характеристики. При достаточно большом количестве работ модно утверждать (а при малом – лишь предполагать), что общая продолжительность любого, в том числе и критического, пути имеет нормальный закон распределения со средним значением, равным сумме средних значений продолжительности составляющих его работ, и дисперсией, равной суме дисперсий этих же работ.

Кроме обычных характеристик СМ, при вероятностном задании продолжительности работ можно решить две дополнительные задачи:

1) определить вероятность того, что продолжительности критического пути 
[image: image416.wmf]кр
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не превысит заданного директивного уровня 
[image: image417.wmf]T

;

2) определить максимальный срок выполнения всего комплекса работ 
[image: image418.wmf]T

 при заданном уровне вероятности 
[image: image419.wmf]p
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Первая задача решается на основе интеграла вероятностей Лапласа 
[image: image420.wmf]()
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 использованием формулы:
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где 
[image: image422.wmf]z

- нормированное отклонение случайной величины:
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 - среднее квадратичное отклонение, вычисляемое как корень квадратный из дисперсии продолжительности критического пути 
[image: image425.wmf]2
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. Дисперсия продолжительности критического пути равна сумме дисперсий работ составляющих критический путь.

Соответствие между 
[image: image426.wmf]z

 и симметричным интегралом вероятностей приведено в таблице. Долее точно соответствие между этими величинами (когда 
[image: image427.wmf]z

вычисляется более чем с одним знаком в дробной части) можно найти в специальной литературе.

	Фрагмент таблицы стандартного нормального распределения

z
Ф(z)

z
Ф(z)

z
Ф(z)

0

0.0000

1.0

0.6827

2.0

0.9643

0.1

0.0797

1.1

0.7287

2.1

0.9722

0.2

0.1585

1.2

0.7699
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0.9786

0.3

0.2358

1.3

0.8064
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0.9836

0.4
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1.4
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0.5

0.3829
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0.8664
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0.9907

0.6

0.4515

1.6

0.8904

2.6

0.9931

0.7

0.5161

1.7

0.9104

2.7

0.9949

0.8

0.5763

1.8

0.9281

2.8

0.9963

0.9

0.6319

1.9

0.9545

2.9

0.9973




При достаточно большой полученной величине вероятности (более 0,8) можно с высокой степенью уверенности предполагать своевременное выполнение всего комплекса работ.

Для решения второй задачи используется формула:


[image: image428.wmf]кркр
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Кроме описанного выше упрощенного способа расчета сетей с детерминированной структурой и вероятностными оценками продолжительности выполнения работ, используется метод статистических испытаний (метод Монте-Карло). В соответствии с ним на ЭВМ многократно моделируются продолжительности выполнения всех работ и рассчитываются основные характеристики СМ. Большой объем испытаний позволяет более точно выявить закономерности моделируемой сети.

Задача. Произвести оптимизацию сетевого графика по ресурсам. Наличный ресурс равен 10.
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Найдем критический путь.
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Строим график Ганта. В скобках для каждой работы укажем требуемое количество ресурса.
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По графику Ганта строим график ресурса. На оси абсцисс мы откладываем время, а на оси ординат – потребности в ресурсах. Считаем, что все работы начинаются в наиболее ранний срок их выполнения. Ресурсы складываются по всем работам, выполняемым одновременно. Также проведем ограничительную линию по ресурсу (в нашем примере это y = 10).

[image: image607][image: image608][image: image609][image: image610][image: image611] SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Из графика видно, что на отрезке от 0 до 4, когда одновременно выполняются работы B, A, C, суммарная потребность в ресурсах составляет 3+4+5=12, что превышает ограничение 10. Так как работа C критическая, то необходимо сдвинуть сроки выполнения или A, или B.

[image: image612][image: image613][image: image614] SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Запланируем выполнение работы B с 6-го по 10-й день. На сроках выполнения всего проекта это не скажется и даст возможность остаться в рамках ресурсных ограничений.

Занятие 5. Моделирование кратчайшего маршрута в сети
Пусть требуется найти кратчайший маршрут в сети, ведущий от исходного узла к каждому из узлов сети.

Данная задача может быть решена методом присвоения меток. В процессе решения узлам приписываются либо временные, либо постоянные метки. Метка узла называется постоянной – если установлено, что она указывает путь минимальной длины от данного узла до исходного, и временной – если данный факт еще не установлен. Метка, как постоянная, так и временная, имеет два поля значений 
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[image: image435.wmf]i
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 метки i-го узла есть расстояние от данного узла до исходного. Число 
[image: image436.wmf]i
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 есть номер предшествующего узла, через который проходит маршрут длиной 
[image: image437.wmf]i

S

. Алгоритм метода присвоения меток состоит из двух этапов.

Первый этап. 

1. Исходному узлу, относительно которого определяется кратчайший маршрут, присваивается постоянная метка (0, И). Т. е. значения метки показывают, что данный узел является точкой отсчета маршрута и является исходным узлом сети. Всем узлам, которые непосредственно связаны с исходным узлом (т. е. соединены одним ребром), присваиваются временные метки 
[image: image438.wmf](,)
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. Из этих меток постоянной становится та, для которой число 
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 минимально. Если меток с минимальным числом 
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 несколько, то любую из них можно выбрать в качестве постоянной.

2. Рассматривается очередной узел k, которому присвоена постоянная метка. Всем узлам, которые непосредственно связаны с узлом k и не имеют постоянных меток, присваиваются временные метки, значения которых вычислено от узла k.

3. Из всех временных меток, постоянной становится та, для которой число 
[image: image441.wmf]i
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 минимально. Если меток с минимальным числом 
[image: image442.wmf]i
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 несколько, то любую из них можно выбрать в качестве постоянной.

4. Алгоритм повторяется, начиная с пункта 2, пока всем узлам не будут присвоены постоянные метки.

Второй этап. 

По результатам первого этапа, исходя  из значений чисел 
[image: image443.wmf]i
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 постоянных меток, восстанавливается маршрут минимальной длины.

Покажем, как исполняется описанный алгоритм, на следующем примере.

Рассмотрим сеть, заданную на рис. 1, с выделенным узлом 1. Цифры на ребрах, связывающих два узла, есть расстояния между этими узлами.
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	Рис. 1


Первый этап.

1-й шаг. Узлу 1 присваиваем постоянную метку (узел с постоянной меткой выделяется, например, более жирной обводкой кружка). Всем узлам, которые соединены с выделенным узлом 1 одним ребром, присваиваем временные метки так, как это показано на рис. 2 – первое число в метке S равно расстоянию от помеченного узла до узла 1, второе число в метке X номер предшествующего узла.

Из полученных временных меток выбираем метку с минимальным первым числом, и делаем ее постоянной, так это показано на рис. 3. Таким образом, по окончании первого шага узлы 1 и 4 имеют постоянные метки, узлы 2 и 3 – временные метки, а узлы 5, 6, 7, 8 и 9 никаких меток не имеют.
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	Рис. 2
	Рис. 3


2-й шаг. Каждому узлу, который соединен с узлом 4 одним ребром, присваиваем временную метку 
[image: image447.wmf](,)
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 по следующему правилу:

а) 
[image: image448.wmf]i

S

 = первое число метки узла 4 + длина ребра от узла 4 до соответствующего узла;

б) 
[image: image449.wmf]i
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= 4 указывает на то, что число 
[image: image450.wmf]i

S

 есть длина пути от исходного узла до рассматриваемого и проходящего через узел 4.

Результат присвоения временных меток представлен на рис. 4. Сравниваем все имеющиеся на данном этапе временные метки. Из них постоянной делаем метку, первое число которой минимально. Это метка узла 3 (16, 1). Делаем ее постоянной (рис. 5).
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	Рис. 4
	Рис. 5


Таким образом, по окончанию второго шага узлы 1, 3 и 4 имеют постоянные метки; узлы 2, 5 и 6 – временные; а узлы 7, 8 и 9 не имеют меток вообще.

3-й шаг. Каждому узлу, не имеющему постоянной метки и непосредственно связанному с узлом 3, присваиваем временную метку по следующему правилу:

а) 
[image: image453.wmf]i

S

 = первое число метки узла 3 + длина ребра от узла 3 до соответствующего узла;

б) 
[image: image454.wmf]i

X

= 3 указывает на то, что число 
[image: image455.wmf]i

S

 есть длина пути от исходного узла до рассматриваемого и проходящего через узел 3.

Результат присвоения временных меток представлен на рис. 6. Сравниваем все имеющиеся на данном этапе временные метки. Из них постоянной делаем метку, первое число которой минимально. Это метка узла 6 (19, 3). Делаем ее постоянной (рис. 7).
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	Рис. 6
	Рис. 7


По окончанию третьего шага постоянные метки имеют узлы 1, 3, 4 и 6; узлы 2 и 5 – временные; а узлы 7, 8 и 9 не имеют меток.

4-й шаг. Каждому узлу, не имеющему постоянной метки и непосредственно связанному с узлом 6, присваиваем временную метку:

а) 
[image: image458.wmf]i

S

 = первое число метки узла 6 + длина ребра от узла 6 до соответствующего узла;

б) 
[image: image459.wmf]i

X

= 6 указывает на то, что число 
[image: image460.wmf]i
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 есть длина пути от исходного узла до рассматриваемого и проходящего через узел 6.

Результат присвоения временных меток представлен на рис. 8. Сравниваем все имеющиеся на данном этапе временные метки. Из них постоянной делаем метку, первое число которой минимально. Это метка узла  (20, 1). Делаем ее постоянной (рис. 9).
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	Рис. 8
	Рис. 9


В результате, по окончанию четвертого шага постоянные метки имеют узлы 1, 2, 3, 4 и 6; узлы 5, 7, 8 и 9 – временные.

5-й шаг. Каждому узлу, не имеющему постоянной метки и непосредственно связанному с узлом 2, присваиваем временную метку.

а) 
[image: image463.wmf]i

S

 = первое число метки узла 2 + длина ребра от узла 2 до соответствующего узла;

б) 
[image: image464.wmf]i

X

= 2 указывая на то, что число 
[image: image465.wmf]i
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 есть длина пути от исходного узла до рассматриваемого и проходящего через узел 2.

Результат присвоения временных меток представлен на рис. 8. Сравниваем все имеющиеся на данном этапе временные метки. Из них постоянной делаем метку, первое число которой минимально. Это метка узла  5 (24, 2). Делаем ее постоянной (рис. 9).
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	Рис. 8
	Рис. 9


В результате, по окончанию пятого шага постоянные метки имеют узлы 1, 2, 3, 4, 5 и 6; узлы 7, 8 и 9 – временные.

6-й шаг. Каждому узлу, не имеющему постоянной метки и непосредственно связанному с узлом 5, присваиваем временную метку.

Результат присвоения временных меток представлен на рис. 10. Сравниваем все имеющиеся на данном этапе временные метки. Из них постоянной делаем метку, первое число которой минимально. Это метка узла  7 (25, 6). Делаем ее постоянной (рис. 11).
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	Рис. 10
	Рис. 11


В результате, по окончанию шестого шага постоянные метки имеют узлы 1, 2, 3, 4, 5, 6 и 7; узлы 8 и 9 – временные.

7-й шаг. Каждому узлу, не имеющему постоянной метки и непосредственно связанному с узлом 7, присваиваем временную метку.

Результат присвоения временных меток представлен на рис. 12. Сравниваем все имеющиеся на данном этапе временные метки. Из них постоянной делаем метку, первое число которой минимально. Это метка узла  9 (29, 6). Делаем ее постоянной (рис. 13).
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	Рис. 12
	Рис. 13


В результате, по окончанию шестого шага постоянные метки имеют узлы 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 и 9; узел 8 – временные.

8-й шаг. Так как узел 9 непосредственно не связан ни с одним узлом, имеющим временные метки, а в сети еще остались узлы, не имеющие постоянных меток, то возвращаемся к рассмотрению узла 7, от которого уже отсчитаны временные метки. Из всех временных меток постоянной делаем ту, первое число которой минимально. Это метка узла  8 (31, 6). Делаем ее постоянной (рис. 14).
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	Рис. 14


В результате, по окончанию восьмого шага все узлы имеют постоянные метки.

Второй этап.

По второму числу метки, от каждого узла находим маршрут до исходного узла, который будет минимальным для данной сети. Покажем это на примере. Рассмотрим узел 8. Второе число в метке, указывает на то, что кратчайший маршрут от узла 1 к узлу 8 лежит через узел 6. Переходим к узлу 6. Второе число метки этого узла показывает, что кратчайший маршрут от узла 1 к узлу 6 лежит через узел 3. Второе число метки узла 3 указывает, что кратчайший путь непосредственно связывает его с узлом 1. Таким образом, кратчайший маршрут от узла 1 к узлу 8 есть: 1-3-6-8.

В результате второго этапа можно сделать вывод, что существуют пять маршрутов соединяющие все узлы сети с узлом 1: а) 1-2-5; б) 1-4; в) 1-3-6-7; г) 1-3-6-8; д)1-3-6-9.
Занятие 6, 7. Моделирование в производстве с учетом теорий вероятности
Предмет теории вероятностей

Теория вероятностей есть математическая наука, изучающая закономерности в случайных явлениях.

Под случайным явлением будем понимать такое явление, которое при неоднократном воспроизведении одного и того же опыта протекает каждый раз несколько по-иному.

Основные понятия теории вероятностей

Под событием в теории вероятностей понимается всякий факт, который в результате опыта может произойти или не произойти.

Примеры событий:

А – появление герба при бросании монеты;

В – появление трех гербов при троекратном бросании монеты;

С – попадание в цель при выстреле, и т. д.

Рассматривая вышеперечисленные события, мы видим, что каждое из них обладает какой-то степенью возможности: одни – большей, другие – меньшей, причем для некоторых из этих событий можно сразу определить, какое из них более, а какое менее возможно, а для других нельзя. Чтобы количественно сравнивать между собой события по степени их возможности, очевидно, нужно с каждым событием связать некоторое число, которое тем больше, чем более возможно событие. Такое число мы назовем вероятностью события.

Вероятностью события называют численную меру степени объективной возможности этого события.

Все события, происходящие в мире, можно разделить на три вида: достоверные, возможные и невозможные.

Достоверным событием называется такое событие, которое в результате опыта непременно должно произойти.

Невозможным событием называется такое событие, которое в результате опыта не может произойти.

Возможным событием называется такое событие, которое может произойти, а может и не произойти.

Если достоверному событию приписать вероятность равную единице, невозможному событию приписать вероятность равную нулю, то всем возможным событиям можно будет поставить в соответствие некоторое число от 0 до 1.

Классическое определение вероятности

Существует целый класс опытов, для которых вероятности их возможных исходов легко оценить непосредственно из условий самого опыта. Для этого необходимо чтобы каждый из результатов опыта был равновозможен. Примерами подобных опытов может быть бросание игральной кости, выпадение какой-либо цифры от 0 до шести обладает одинаковой возможностью. Или же опыт заключается в том, что вытаскивается одна карта из колоды. Очевидно, что для любой карты имеется одинаковая возможность быть выбранной. Можно сказать иначе. Для некоторых опытов, состоящих в осуществлении конечного числа событий, причем осуществление ни одного из событий не обладает преимуществом по сравнению с любым другим, появление каждого события равновозможно.

Для каждого опыта, в котором возможные исходы симметричны и одинаково возможны, можно провести непосредственный подсчет вероятностей.

Предварительно введем некоторые вспомогательные понятия.

1. Полная группа событий.

Говорят, что несколько событий образуют полную группу событий, если в результате опыта непременно должно появиться хотя бы одно из них.

Примеры событий, образующих полную группу:

a) выпадение герба и выпадение цифры при бросании монеты;

b) попадание или промах при выстреле;

c) появление белого или черного шара при вынимании из урны, если в урне только белые и черные шары.

d) ни одна опечатка, одна, две, три и более трех опечаток при проверке страницы текста, и т. п.

2. Несовместимые события. 

Несколько событий называются несовместимыми в данном опыте, если никакие два из них не могут появиться вместе.

Примеры несовместимых событий:

a) выпадение герба и цифры при однократном бросании монеты;

b) попадание и промах при одном выстреле;

c) ровно один отказ, ровно два отказа, ровно три отказа оборудование за десять часов работы, и т. п.

3. Равновозможные события.

Несколько событий в данном опыте называются равновозможными, если по условиям симметрии есть основание считать, что ни одно из этих событий не является объективно более возможным, чем другое.

Существуют группы событий, обладающие всеми тремя свойствами: они образуют полную группу, несовместны и равновозможны. Такие события называют случаями или исходами (иначе «шансами») а про такой опыт говорят, что он «сводится к схеме случаев».

Случай называется благоприятным некоторому событию, если появление этого случая влечет за собой появление данного события.

Например, при бросании игральной кости возможны шесть случаев: появление 1, 2, 3, 4, 5, 6 очков. Из них событию А – появлению четного числа очков – благоприятны три случая: 2, 4, 6 и не благоприятны остальные три.

Если опыт сводится к схеме случаев, то вероятность события А в данном опыте можно оценить по относительной доле благоприятных случаев. Вероятность события А вычисляется как отношение числа благоприятных случаев к общему числу случаев:
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где  
[image: image474.wmf]()

PA

 - вероятность события А; n – общее число случаев; m – число случаев благоприятных событию А.

 Очевидно что:
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Формула (1), так называемая «классическая формула» для вычисления вероятностей.

Пример. В урне находится 2 белых и 3 черных шара. Из урны наугад вынимается один шар. Требуется найти вероятность того, что этот шар будет белым.

Решение. Обозначим А событие, состоящее в появлении белого шара. Общее число случаев n = 5; число случаев, благоприятных событию А, m = 2. Следовательно,
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Для решения задач, которые сводятся к схеме случаев, при подсчете общего количества исходов и количества благоприятных исходов используются формулы комбинаторики.
Комбинаторика и бином Ньютона (основные понятия и формулы).
Размещения – это комбинации, формируемые из n различных элементов по m элементов в каждой и отличающиеся одна от другой либо составом, либо порядком следования элементов, размещенных в форме последовательностей.

Существуют два вида размещений:

1) без повторений – каждый элемент, входящий в комбинацию, представлен единственным экземпляром (например, размещения без повторений из n = 3 элементов a, b, c по т = 2 элемента таковы: ab, ba, ac, ca, bc, cb);

2) с повторениями – каждый элемент, входящий в комбинацию, может быть представлен одним, двумя, …, m экземплярами (например, размещения с повторениями из n = 3 элементов из n = 3 элементов a, b, c по т = 2 элемента таковы: aa, ab,  ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc; размещения с повторениями из n = 2 элементов a, b  по т = 3 элемента таковы: aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb);

Число возможных размещений из n различных элементов по m находят по формулам:

без повторений
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с повторениями
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Перестановки – это последовательности, каждая из которых состоит из n различных элементов и отличается от другой только порядком расположения элементов, т. е. это размещения из n элементов по n (например перестановки из трех элементов a, b, c таковы: abc, acb, bac, bca, cab, cba).

Число возможных перестановок из n  различных элементов находят по формуле
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Сочетания – это комбинации, формируемые из n различных элементов по m элементов в каждой и отличающиеся одна от другой только составом элементов.

Существуют два вида сочетаний:

1) без повторений – каждый элемент, входящий в комбинацию, представлен единственным экземпляром (например, сочетания без повторений из n = 4 элементов a, b, c, d  по т=2 элемента таковы: aa, ab, ac, ad, bb, bс, bd, cc, cd, dd; сочетания из n = 2 элементов a, b  по т=4 элемента таковы: aaaa, aaab, abab, abbb, bbbb).

Число возможных сочетаний из n различных элементов по m находят по формулам:

без повторений
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с повторениями
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Справедливы следующие свойства числа сочетаний без повторений:
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Формула бинома Ньютона имеет вид
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Пример. В коробке лежит 10 шаров: 6 белых и 4 черных. Найти вероятность того, что из 5 взятых наугад шаров будет 4 белых.

Решение. Найдем число благоприятных исходов: число способов, которыми можно взять 4 белых шара из 6 имеющихся, равно 
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. Общее число исходов определяется числом сочетаний из 10 по 5: 
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Пример. Какова вероятность того, что при заполнении карточки спортивной лотереи «6 из 36» будет угадано 4 номера?

Решение. Общее число исходов равно 
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. Число благоприятных исходов равно 
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Пример.  В ящике находится 10 стандартных и 5 нестандартных деталей. Какова вероятность того, что среди наугад взятых 6 деталей будет 4 стандартных и 2 нестандартных?

Решение. Общее число исходов равно 
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. Число благоприятных исходов определяется произведением 
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, где первый сомножитель соответствует числу вариантов изъятия из ящика 4-х стандартных деталей из 10, а второй – числу вариантов изъятия из ящика 2-х нестандартных деталей из 5. Отсюда следует, что искомая вероятность равна
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Частота, или статистическая вероятность события

Очевидно, что далеко не всякий опыт может быть сведен к схеме случаев, и существует обширный класс событий, вероятности которых нельзя вычислить по формуле непосредственного подсчета вероятностей. Для событий, не сводящихся к схеме случаев, применяются другие способы определения вероятностей. Все эти способы корнями своими уходят в опыт, в эксперимент, и для того чтобы составить представлении об этих способах, необходимо уяснить понятие частоты события и специфику той органической связи, которая существует между вероятностью и частотой.

Если произведена серия из n опытов, в каждом из которых могло появиться или не появиться событие А, то частотой события А в данной серии опытов называется отношение числа опытов, в которых появилось событие А к общему числу произведенных опытов.

Частоту события часто называют его статистической вероятностью.

Частота появления события вычисляется на основании результатов опыта по формуле
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где m – число появления события A; n – общее число произведенных опытов.

При небольшом числе опытов частота события носит в значительной мере случайный характер и может заметно изменяться от одной группы опытов к другой. Например, при каких-то десяти бросаниях монеты вполне возможно, что герб появится только два раза (частота появления гербы будет равна 0,2); при других дести бросаниях мы вполне можем получить 8 гербов (частота 0,8). Однако при увеличении числа опытов частота события все более теряет свой случайный характер; случайные обстоятельства, свойственные каждому отдельному опыту, в массе взаимно погашаются, и частота имеет тенденцию стабилизироваться, приближаясь с незначительными колебаниями к некоторой средней, постоянной величине. Например, при многократном бросании монеты частота появления герба лишь незначительно уклоняется от 1/2.

Это свойство «устойчивости частот», многократно проверенное экспериментально и подтверждающееся всем опытом практической деятельности человечества, есть одна из наиболее характерных закономерностей, наблюдаемых в случайных явлениях. Математическую формулировку этой закономерности впервые дал Я. Бернулли в своей теореме, которая представляет собой простейшую форму закона больших чисел. Я. Бернулли доказал, что при неограниченном увеличении числа независимых однородных опытов с практической достоверностью можно утверждать, что частота появления события будет сколь угодно мало отличаться от его вероятности в отдельном опыте.

Проверить такое предположение мы, естественно, можем только для таких событий, вероятности которых могут быть вычислены непосредственно, т. е. для событий, сводящихся к схеме случаев, так как только для этих событий существует точный способ вычисления математической вероятности. Многочисленные опыты показывают, что для события, сводящегося к схеме случаев, частота события при увеличении числа опытов всегда приближается к его вероятности. Вполне естественно допустить, что и для, событий, не сводящихся к схеме случаев, тот же закон остается в силе и что постоянное значение, к которому при увеличении числа опытов приближается частота события, представляет собой не что иное, как вероятность события. Тогда частоту события при достаточно большом числе опытов можно принять за приближенное значение вероятности. Так и поступают на практике, определяя из опыта вероятности событий, не сводящихся к схеме случаев.
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Геометрическое определение вероятности
	Пусть на плоскости имеется фигура F, содержащая фигуру f (см. рис.) Испытание заключается в том, что в фигуру F наугад бросается точка. Тем самым пространство исходов можно отождествлять с этой фигурой. Здесь число исходов бесконечно, т. к. фигура F состоит из бесконечного множества точек, при этом все исходы являются равновозможными. Определим А как событие, заключающееся в том, что брошенная точка попала 
	 SHAPE  \* MERGEFORMAT 





в фигуру f. Тогда вероятность события A определяется следующим образом:
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где 
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 и 
[image: image501.wmf]f

S

 - площади фигур F  и  f  соответственно.

Субъективная вероятность

Во многих реальных ситуациях определение вероятности событий одним из приведенных выше способов невозможно. Тогда на первый план выступает понимание вероятности как меры достоверности того или иного события. В этом случае следует провести экспертный опрос и на основе его результатов получить субъективную вероятность события.

Основные теоремы теории вероятностей.

Сумма и произведение событий

Поясним понятия о сумме и произведении событий.

Во многих областях точных наук применяются символические операции над различными объектами, которые получат свои названия по аналогии с арифметическими действиями, рядом свойств, которыми они обладают. Таковы, например, операции сложения и умножения векторов в механике, операции сложения и умножения матриц в алгебре и т.д. Эти операции подчиненные известным правилам, позволяют не только упростить форму записей, но в ряде случаев существенно облегчают логическое построение научных выводов. Введение таких символических операций над событиями оказывается плодотворным и в теории вероятностей.

Суммой двух событий А и В называется событие С, состоящее в выполнении события А или В, или обоих событий.

Например, если событие A – попадание в цель при первом выстреле, событие B – попадание в цель при втором выстреле, то событие 
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 есть попадание в цель вообще, при первом, при втором или при обоих вместе.

Если события А и В несовместны, то естественно, что появление обоих этих событий вместе отпадает, и сумма событий А и В  сводится к появлению или события А или В. Например, если событие А – появление карты червонной масти при вынимании карты из колоды, событие В – появление карты бубновой масти, то 
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 есть появление карты бубновой масти, безразлично – червонной или бубновой.

Короче, суммой двух событий А и В называется событие С, состоящее в появлении хотя бы одного из событий А и В.

Суммой нескольких событий называется событие, состоящее в появлении хотя бы одного из этих событий.

Произведением двух событий А и В называется событие С, состоящее в совместном выполнении события А и события В.

Например, если событие А – появление туза при вынимании карты из колоды, событие В – появление карты бубновой масти, то событие С = АВ есть появление бубнового туза.

Произведением нескольких событий называется событие, состоящее в совместном появлении этих событий.

Например, если по мишени производится три выстрела и рассматриваются события
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 - промах при первом выстреле,
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 - промах при втором выстреле,
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 - промах при третьем выстреле,

то событие 
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состоит в том, что в мишень не будет ни одного попадания.

Теорема сложения вероятностей

Теорема сложения вероятностей формулируется следующим образом.

Вероятность суммы двух несовместных событий равна сумме вероятностей этих событий:
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Если события 
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 образуют полную группу несовместных событий, то сумма их вероятностей равна единице:
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Противоположными событиями называются два несовместных события, образующих полную группу.

Сумма вероятностей противоположных событий равна едини:
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В случае, когда события А и В совместны, вероятность суммы этих событий выражается формулой
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Теорема умножения вероятностей
Событие А называется независимым от события В, если вероятность события А не зависит от того, произошло событие В или нет.

Событие А называется зависимым от события В, если вероятность события А меняется в зависимости от того, произошло событие В или нет.

Вероятность события А, вычисленная при условии, что имело место событие В, называется условной вероятностью события А и обозначается 
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Вероятность произведения двух событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого, вычисленную при условии, что первое имело место:
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Пример. В урне 2 белых и 3 черных шара. Из урны вынимают подряд два шара. Найти вероятность того, что оба шара белые.

Решение. Обозначим А – появление двух белых шаров. Событие А представляет собой произведение двух событий: 
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 - появление белого шара при первом вынимании, 
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 - появлении белого шара при втором вынимании. По теореме сложения вероятностей 
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Формула полной вероятности

Следствием обеих основных теорем – теоремы сложения и теоремы умножения вероятностей – является так называемая формула полной вероятности.

Пусть требуется определить вероятность некоторого события А, которое может произойти вместе с одним из событий:
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образующих полную группу событий. Будем называть эти события гипотезами.

Тогда вероятность события А вычисляется как сумма произведения вероятностей каждой гипотезы, на вероятность события при этой гипотезе:
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Формула носит название формулы полной вероятности.

Пример. Имеются три одинаковые на вид урны; в первой урне два белых и один черный шар; во второй – три белых и один черный; в третьей – два белых и два черных шара. Некто выбирает наугад одну из урн и вынимает из нее шар. Найти вероятность  того, что этот шар белый.

Теорема гипотез (формула Бейеса)

Следствием теоремы умножения и формулы полной вероятности является так называемая теорема гипотез, или формула Бейеса.

Поставим следующую задачу.

Имеется полная группа несовместных гипотез 
[image: image525.wmf]1

H

, 
[image: image526.wmf]2

H

, …, 
[image: image527.wmf]n

H

. Вероятности этих гипотез до опыта известны и равны соответственно 
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. Произведен опыт, в результате которого наблюдено появления некоторого события А. Спрашивается, как следует изменить вероятности гипотез  в связи с появлением этого события?

Здесь, по существу, речь идет о том, чтобы найти условную вероятность 
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 для каждой гипотезы.

Из теоремы умножения имеем:
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или, отбрасывая левую часть,
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откуда


[image: image534.wmf]()()

()

()

ii

i

PHPAH

PHA

PA

=

  (i =1, 2, …, n).

Выражая 
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 с помощью формулы вероятности, имеем:
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   (i =1, 2, …, n).

Последняя формула и носит название формулы Бейеса или теоремы гипотез.

Частная теорема о повторении опытов

При практическом применении теории вероятностей часто приходится встречаться с задачами, в которых один и тот же опыт или аналогичные опыты повторяются неоднократно. В результате каждого опыта может появиться или не появиться некоторое событие А, причем нас интересует не результат каждого отдельного опыта, а общее число появлений события А  в серии опытов. Например, если производится серия опытов по одной и той же цели, нас, как правило, интересует не результат каждого выстрела, а общее число попаданий. В подобных задачах требуется уметь определять вероятность любого заданного числа появления события в результате серии опытов. Такие задачи решаются весьма просто, если опыты являются независимыми.

Несколько опытов называются независимыми, если вероятность того или иного исхода каждого из опытов не зависят от того, какие исходы имели другие опыты. Например, несколько последовательных бросаний монеты представляют собой независимые опыты. Несколько последовательных выниманий карты из колоды представляют собой независимые опыты при условии, что вынутая карта каждый раз возвращается обратно в колоду и карты перемешиваются; в противном случае – это зависимые опыты. Несколько выстрелов представляют собой независимые опыты только, в случае, если прицеливание производится заново перед каждым выстрелом; в случае, когда прицеливание производится один раз перед всей стрельбой или непрерывно осуществляется в процессе стрельбы выстрелы представляют собой зависимые опыты.

Независимые опыты могут производиться в одинаковых или различных условиях. В первом случаем вероятность события А во всех опытах одна и та же. Во втором случае вероятность события А от опыта к опыту меняется. К первому случаю относится частная теорема, а ко второму – общая теорема о повторении опытов.

Случайные величины и их законы распределения

Ряд распределения

Случайной величиной называется величина, которая в результате опыта может принять то или иное значение, неизвестное заранее какое именно.

Различают прерывные (дискретные) и непрерывные случайные величины. Возможные значения прерывных величин могут быть заранее перечислены. Возможные значения непрерывных величин не могут быть заранее перечислены и непрерывно заполняют некоторый промежуток.

Примеры прерывных случайных величин:

1) число появления герба при трех бросаниях монеты (возможные значения 0, 1, 2, 3);

2) частота появления герба в том же опыте (возможные значения 0, 1/3, 2/3, 1);

3) число отказавших элементов в приборе, состоящем из пяти элементов (возможные значения 0, 1, 2, 3, 4, 5);

Примеры непрерывных случайных величин:

1) абсцисса (ордината) точки попадания при выстреле;

2) расстояние от точки попадания до центра мишени;

Условимся в дальнейшем случайные величины обозначать большими буквами, а их возможные значения малыми.

Рассмотрим прерывную случайную величину X с возможными значениями 
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. Каждое из этих значений возможно, но не достоверно, и величина Х может принять каждое из них с некоторой вероятностью. Обозначим вероятности этих событий буквами 
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 с соответствующими индексами. Так как события 
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 несовместны и образуют полную группу, то 
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Эта суммарная вероятность каким-то образом распределена между отдельными значениями. Случайная величина будет полностью описана с вероятностной точки зрения, если будет указано какой вероятностью обладает каждое событие 
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. Этим устанавливается так называемый закон распределения.

Законом распределения случайной величины называется всякое соотношение, устанавливающее связь между возможными значениями случайной величины и соответствующими им вероятностями. 

Простейшей формой задания закона распределения прерывной случайной величины является таблица в которой перечислен возможные значения случайной величины и соответствующие им вероятности. Такую таблицу называют рядом распределения.
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Чтобы придать ряду распределения более наглядный вид, часто прибегают к его графическому изображению: по оси абсцисс откладываются возможные значения случайной величины, а по оси ординат – вероятности этих значений. Для наглядности полученные точки соединяются отрезками прямых. Такая фигура называется многоугольником распределения.

Функция распределения

Ряд распределения, как исчерпывающая характеристика случайной величины 

Для количественной характеристики распределения непрерывной случайной величины используется функция распределения которая представляет собой вероятность того что непрерывная случайная величина Х примет значение меньшее х
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Числовые характеристики случайной величины

Математическим ожиданием случайной величины называется сумма произведений всех возможных значений случайной величины на вероятности этих значений.
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Дисперсия и стандартное отклонение
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Функция распределения

Для количественной характеристики распределения непрерывной случайной величины используется функция распределения которая представляет собой вероятность того что непрерывная случайная величина Х примет значение меньшее х
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Занятие 8. Теория игр

Пример. Рассмотрим известную всем игру «камень, ножницы, бумага». В эту игру могут играть два человека. Правила игры заключаются в том, что игроки одновременно по команде предъявляют друг другу один из трех имеющихся у каждого игрока предметов: либо камень, либо ножницы, либо бумагу. По правилам игры камень может разбить ножницы, ножницы режут бумагу, бумага накрывает камень. Таким образом, если игрок А предъявляет другому игроку В какой либо из этих предметов, то игрок А может либо выиграть, либо проиграть, либо игра может закончится ничьей в зависимости от того какой из этих трех предметов предъявил в свою очередь игрок В.

В практической деятельности весьма часто приходится рассматривать явления и ситуации, в которых участвуют две или более стороны, имеющие различные интересы и обладающие возможностями применять для достижения своих целей разнообразные действия. Подобные явления и ситуации принято называть конфликтными или просто конфликтами.

Типичный конфликт характеризуется тремя основными составляющими:

1) заинтересованными сторонами,

2) возможными действиями этих сторон,

3) интересами сторон.

Конфликтная ситуация, взятая из реальной жизни, как правило, довольно сложна. К тому же ее изучение затруднено наличием различных обстоятельств, часть из которых не оказывает сколько-нибудь существенного влияния на развития конфликта, ни на его исход. Поэтому для того чтобы анализ конфликтной ситуации оказался возможным, необходимо отвлечение от этих второстепенных факторов, что при удачном стечении обстоятельств позволяет построить упрощенную формализованную модель конфликта, которую и принято называть игрой. От реальной конфликтной ситуации игра отличается  еще и тем, что ведется по вполне определенным правилам.

Необходимость изучения и анализа конфликтов, представляемых в виде упрощенных математических моделей (игр), вызвала к жизни специальный математический аппарат – теорию игр.

Опишем некоторые основные понятия, используемые в этой теории.

Заинтересованные стороны называются игроками. Любое возможное для игрока действие (в рамках заданных правил игры) называется его стратегией. В условиях конфликта каждый игрок выбирает свою стратегию, в результате чего складывается набор стратегий, называемый ситуацией. Заинтересованность игроков в ситуации проявляется в том, что каждому игроку в каждой ситуации приписывается число, выражающее степень удовлетворения его интересов в этой ситуации и называемое его выигрышем в ней.

В этих условиях протекание конфликта состоит в выборе каждым игроком своей стратегии и получении им в сложившейся ситуации выигрыша из некоторого источника.

На этом пути создается теория игр с выигрышами.

Однако оценка игроком ситуации путем предположения о своем выигрыше, вообще говоря, не всегда возможна практически и даже не всегда имеет смысл. В подобных случаях иногда удается вместо прямых численных оценок ситуаций указывать на их сравнительную предпочтительность для отдельных игроков.

На этом пути создается теория игр с предпочтениями, включающая в себя и теорию игр с выигрышами.

Тем самым игра – это совокупность правил, описывающих сущность конфликтной ситуации, которые устанавливают:

- выбор образа действия игроков на каждом этапе игры;

- информацию, которой обладает каждый игрок при осуществлении таких выборов;

- плату для каждого игрока после завершения любого этапа игры.

Стратегией игры называется совокупность правил, определяющих поведение игрока от начала игры до ее завершения. Стратегии каждого игрока определяют результаты или платежи в игре. Игра называется с игрой с нулевой суммой, если проигрыш одного игрока равен выигрышу другого, в противном случае она называется игрой с ненулевой суммой.

Игра называется конечной, если у каждого игрока имеется конечное число стратегий.

Если количество игроков равно двум, то игра называется парной, если больше двух, то игра называется множественной. Существуют игры с бесконечным множеством игроков.

Если во множественной игре игроки образуют коалиции, то игра называется коалиционной. Если таких коалиций две, то игра сводится к парной.

Изучение игр можно проводить с различных точек зрения. 

Мы будем стремиться

к выработке принципов оптимальности, т. е. того критерия, по которому поведение игроков следует считать оптимальным (разумным, целесообразным);

к выяснению реализуемости этих принципов, т. е. установлению существования оптимальных в выработанном смысле ситуаций, и отысканию этих реализаций.

Одной из плодотворных форм реализации представлений об оптимальности можно считать понятие равновесия, при котором складывается такая (равновесная) ситуация, в нарушении которой не заинтересован ни один из игроков.

Кроме того, ситуации равновесия являются выгодными для каждого игрока: в равновесной ситуации каждый игрок получает наибольший выигрыш (разумеется, в той мере, в какой это от него зависит).

Если в игре ситуации равновесия (в пределах отпущенных возможностей) нет, то, оставаясь в условиях стратегий, имеющихся и игроков, мы сталкиваемся с неразрешимой задачей.

При возникновении подобных случаев естественно ставить вопрос о таком расширении первоначального понятия стратегии, чтобы среди ситуаций, составленных из новых, обобщенных стратегий, заведомо нашлись равновесные.

Если такие обобщенные стратегии существуют, то обычно они представляются некоторыми комбинациями исходных стратегий.

Для того чтобы отличать прежние стратегии от новых, первые называют чистыми, а вторые -  смешанными стратегиями.

Весьма плодотворным является представление смешанной стратегии как случайного выбора игроками их чистых стратегий, при котором случайные выборы различных игроков независимы в совокупности, а выигрыш каждого из них определяется как математическое ожидание случайного выигрыша.

Таким образом, преобразованная игра обычно называется смешанным расширением исходной игры.

Матричные игры
Рассмотрим игру, в которой участвую два игрока, причем каждый из них имеет конечное число стратегий.

Обозначим для удобства одного из игроков через А, а другого – через В.

Предположим что игрок А имеет m стратегий: 
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, а игрок B – n стратегий: 
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Пусть игрок А выбрал стратегию 
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, а игрок В – стратегию 
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Будем считать, что выбор игроками стратегий 
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 однозначно определяет исход игры – выигрыш 
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 игрока А и выигрыш 
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 игрока В, причем эти выигрыши связаны равенством 
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Последнее обстоятельство показывает, что в рассматриваемых обстоятельствах выигрыш одного из игроков равен выигрышу другого, взятому с отрицательным знаком, т. е. проигрышу. Поэтому при анализе такой игры можно рассматривать выигрыши только одного из игроков. Пусть это будут, например, выигрыши игрока А.

Если нам известны значения 
[image: image574.wmf]ij

a

 выигрыша при каждой паре стратегий (в каждой ситуации) 
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, i = 1, 2, …, m, k = 1, 2, …, n, то их удобно представить записывать

или в виде прямоугольной таблицы, строки которой соответствуют стратегиям игрока А, а столбцы – стратегиям игрока В.
	
	
[image: image577.wmf]1

B


	
[image: image578.wmf]2

B


	
[image: image579.wmf]3

B


	…
	
[image: image580.wmf]n

B



	
[image: image581.wmf]1

A


	
[image: image582.wmf]11

a


	
[image: image583.wmf]12

a


	
[image: image584.wmf]13

a


	…
	
[image: image585.wmf]1

n

a



	
[image: image586.wmf]2

A


	
[image: image587.wmf]21

a


	
[image: image588.wmf]22

a


	
[image: image589.wmf]23

a


	…
	
[image: image590.wmf]2

n

a



	…
	…
	…
	…
	…
	…

	
[image: image591.wmf]m

A


	
[image: image592.wmf]1

m

a


	
[image: image593.wmf]2

m

a


	
[image: image594.wmf]3

m

a


	…
	
[image: image595.wmf]mn

a




или в виде матрицы
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Полученная матрица имеет размер m ( n и называется матрицей игры или  платежной матрицей (отсюда и название игры – матричная).

Рассматриваемую игру часто называют игрой m ( n или m ( n-игрой.

Замечание. Матричные игры относятся к разряду так называемых антагонистических игр, т. е. игр, в которых интересы игроков прямо противоположны.
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